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Predgovor

Ovaj udzbenik je nastao kao rezultat visegodisnjeg rada sa studentima
predidplomskih stru¢nih studija ekonomskih usmjerenja te pokriva gradivo
kolegija Matematika na preddiplomskom stru¢nom studiju Menadzment na
Veleuéilistu u Sibeniku i kolegija Gospodarska matematika 1, na preddiplom-
skom stru¢nom studiju Ekonomika poduzetnistva na Veleucilistu Nikola Tesla
u Gospicu. Pored toga, udzbenik moze posluziti studentima visih godina
ekonomskih usmjerenja, te prakticarima koji koriste matematicke alate u
ekonomskim analizama. Udzbenik je posebno prikladan studentima koji su
vetinom orijentirani na primjenu matematickih metoda u ekonomskim is-
trazivanjima i praksi. Iz tog razloga je poseban naglasak stavljen na obradu
problema ekonomske prirode koji u svom rjesavanju koriste matematicki alat
i matematicke tehnike. Teorijski uvod u svakom odjeljku napravljen sazeto,
izbjegavanjem suvise formalne matematicke strukture koja se inace sastoji
od nizanja definicija, teorema i korolara, ve¢ je upotrebljen matematicki jezik
primjereniji studentima nematematickih studija.

U prvom poglavlju dan je vrlo kratki uvod iz naivne teorije skupova na
razini potrebnoj za obradu drugih tema. U drugom poglavlju obradeni su os-
novni elementi linearne algebre. Tre¢e poglavlje obraduje osnovne elemente
matematicke analize i diferencijalnog ra¢una realne funkcije realne varijable.
Na kraju poglavlja pripremljeni su zadaci u formi ispita koji studentima mogu
posluziti za samoprovjeru znanja. Vjerujemo da ¢e studentima posebno ko-
risno biti ¢etvrto poglavlje u koje su uvrsteni primjeri ispitnih zadataka za
samoprocjenu znanja iz cjelokupnog gradiva obradenog u ovom udzbeniku.
U zadnjem poglavlju dano je kratko ponavljanje nuznog srednjoskolskog
matematickog znanja potrebnog za Citanje ovoga teksta i kvalitetno pracenje
matematickih kolegija na preddiplomskim stru¢nim studijima ekonomskih
usmjerenja.

Unaprijed zahvaljujemo svim ¢itateljima na njihovim primjedbama vezanim
uz eventualne greske, nepreciznosti ili nedostatke, a iste ¢emo uvaziti pri
pripremi novih izdanja. Posebno se zahvaljujemo recenzentu prof. dr. sc.
Nikoli Kocei¢-Bilanu na suradnji i korisnim sugestijama.

Autorice



Poglavlje 1

Skupovi

1.1 Pojam skupa

Skup je osnovni pojam koji se ne definira. Intuitivno, zamisljamo ga kao
kolekciju objekata koji zajedno ¢ine cjelinu. Skupove mozemo zadavati opisno
ili nabrajanjem.

Imena skupova obi¢no pisemo velikim latiniénim slovima (A, B, S, X),
a elemente skupa malim slovima (a,b, s,z) te ih nabrajamo u viticastim
zagradama. Pojam "biti element skupa" jedan je od osnovnih matematickih
pojmova. Cinjenicu da je a element skupa S pisemo a € S (i ¢itamo "a
je element skupa S), a ¢inenicu da b nije element skupa S pisemo b ¢ S
(i citamo "b nije element skupa S). Skupove obi¢no prikazujemo Vennovim
dijagramima.

Primjer 1.1. Prikaz skupa A = {2,4,7} Vennovim dijagramom

A .-’/°2--_- \‘
\J_/

Vennov dijagram

Kardinalni broj skupa je broje elemenata u tom skupu i oznacavamo ga
sa card(A). Tako je za toclani skup A = {2, 4, 7} kardinalitet skupa A jednak
tri, to jest card(A) = 3.

Skup koji nema elemenata zovemo prazan skup i oznac¢avamo sa ().
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Primjer 1.2. Primjeri skupova.

a) Skup prva tri slova slova abecede je S = {A, B,C'}.
b) Skup prvih pet prirodnih brojeva S = {1,2,3,4,5}.
c) Skup svih studenata prve godine na Veleu¢ilistu XXX.

Primjer 1.3. Promotrimo skup S ={1,2,3,4,5,6,7,8}.

Cinjenicu da se broj 1 nalazi u skupu S pisemo 1 € S i kafemo "1 je
element skupa S”.

Cinjenicu da se broj 10 ne nalazi u skupu S pigemo 10 ¢ S i kazemo da
"10 nije element skupa S”.

Skupove mozemo zadati opisno ili nabrajanjem svih njegovih elemenata.
Tak,o na primjer, isti skup mozemo zadati na dva nacina:

Opisno: S je skup svih samoglasnika; ili nabrajanjem svih njegovih ele-
menata S = {a,e,i,0,u}.

1.1.1 Jednakost skupova

Neka su A i B skupovi. Ako je svaki element skupa A ujedno i element
skupa B kazemo da je A podskup skupa B i pisemo A C B.

AC Bakozasvakiae A = a € B.

B

ACB

Nadalje, dva skupa se smatraju jednakima ako se sastoje od istih eleme-
nata odnosno ako je svaki element skupa A ujedno i element skupa B, te je
svaki element skupa B ujedno element skupa A. Dakle, vrijedi:

A= B akoisamoako AC Bi B C A.



Primjer 1.4. Dani su skupovi
P={1,2,3,4}, Q ={4,3,2,1} i S ={1,2,3,4,5,6,7,8}.
Primigetimo da vrijedi: P C S, Q C S, PC Q, Q C P.
Nadalje, vrigedi: P C Q 1 QQ C P pa slijedi da je P = ().

Zadatak 1.1. Dani su skupovi S = {2,4,6,8,10}, P = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
i R ={10,8,6,4,2}. Odredite postoje li u ovom primjeru jednaki skupovi. Je
li koji od ovih skupova kojem skupu podskup?

Rjesenge.

Skupovi S i R su jednaki jer sadrze iste elemente, pisemo S = R.

Skup S je posdskup skupa P. Pisemo S C P.

Takoder, skup R je podskup skupa P, tj. R C P.

1.1.2 Univerzalni skup i komplement skupa

Cesto se promatraju samo podskupovi nekog unaprijed odredenog skupa U
kojeg zovemo univerzalan skup.Univerzalan skup varira od problema do prob-
lema te skupovi izvan U kao da i ne postoje. Najceste ga prikazujemo kao
kvadrat ili pravokutnik u ravnini te unutar njega

Neka je A C U i A # U. Promotrimo sve elemente skupa U koji nisu
u skupu A. Ti elementi tvore skup koji zovemo komplement skupa A i
oznacavamo s AC ili A.

A ={x|zeUix¢ A}

Komplement skupa

Zadatak 1.2. Ako jelUd = {1,2,3,4,5}, A = {2,4}. Odredite A°..
(Rjesenje. A ={1,3,5}).



1.1.3 Operacije na skupovima

Neka su A i B podskupovi univerzalnog skupa U. Unija skupova A i B,
u oznaci A U B, je skup koji se sastoji od elemenata koji pripadaju barem
jednom od skupova A ili B.

Napomenimo: AUB = BU A.

AUB={z |z € Ailix € B}

AUB
Primjer 1.5. Primjer: unija skupova su:
a) {1,2,3}uU{4} ={1,2,3,4}
b) {a,b} U{c,d,e} ={a,b,c,d, e}
c) {a,b,c} U{c} ={a,b,c}
d) {100,34,50} U = {100, 34,50}
Optenito, AU = A

e) {a,b,c} U{a,b,c} ={a,b,c}

Opéenite, AUA = A
£) {5,6,7,8,9,12} U {6,7,8,9,10,11,12} = {5,6,7,8,9,10,11,12}
g) {z:x>3U{r:x>45} ={x: 2> 3}.

Presjek dvaju skupova A i B, u oznaci A N B, je skup koji se sastoji
od elemenata koji se istovremeno nalaze i u skupu A i u skupu B. Skupove
koji nemaju zajednickih elemenata zovemo disjunktni skupovi. Presjek
disjunktnih skupova je prazan skup.

Napomenimo: AN B = BN A.

ANB={z|x € Aixe B}



ANB
Primjer 1.6. Primjeri presjeka skupova su:
a) {a,b,c} N{a,b} = {a,b}
b) {1,2,3,4,5,6,7,8,9} N {1,2,3,12,34} = {1,2,3}
c) {2,4,6,8,10} Nn{1,3,5,7} = 0.
d) {a,b,c,d,e} N =10
Opéenito, AN =)

e) {a,b,c} N{a,b,c} ={a,b,c}
Opcenite, ANA=A

f) {z:2x>15}Nn{x:x>20} ={z: x> 20}

g) {r:z<9in{z>5}={r:5<x<9}.

Razlika dvaju skupova A i B, u oznaci A\B je skup koji se sastoji
od svih elemenata skupa A koji ujedno nisu i u skupu B. Napomenimo da
A\B # B\ A.

AB={z|zeAix¢ B}

A\B
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Primjer 1.7. Primjeri razlike skupova su:
a) {1,2,3,4,5M\{1,5} = {2,3,4}

b) {a,b,c,d,e\{b,c.d,e, f,h} = {a}

c) {a,b})\0 = {a,b}

d) {a,b}\{a,b} = 0.

Svojstva operacija sa skupovima

1. Komutativnost

ANB = BNA,
AUB = BUA.

2. Asocijativnost

3. Idempotentnost

AUA = A,
ANA = A

4. Distributivnost

5. Involutivnost

11



Zadatak 1.3. Neka su dani skupovi A ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10},
B=1{2,3,4,6}, C ={1,3,5}, D =1{3,6,9,12,15}, £ = {1,11}.
Odredite ANB, ANC,BUC,C\E,CUD,D\E,D\C,DNC,BNE,
Rjesenge.

ANB=1{2,3,4,6}

ANC =1{1,3,5}
BUC ={1,2,3,4,5,6}
C\E = {3,5)

CuD=1{1,3,56,9,12,15}
D\E = {3,6,9,12,15}
D\C = {6,9,12,15}

DnC ={3}

BNE=0.

Zadatak 1.4. Neka su dani skupovi S = {m,a,t,e}, P ={m,a,t,i} i K =
{k,a}. Odredite SUP, SNP,SNPNK,SUPUK.

Rjesenge.

SUP ={m,a,t, e, i}

SNP={m,a,t}

SNPNK ={a}

SUPUK ={m,a,t, e, i, k}.

1.2 Kartezijev produkt

Neka su A i B neprazni skupovi. Kartezijev produkt skupova A i B, u oznaci
A x B, je skup koji se sastoji od uredenih parova (a,b) gdje jea € A, b € B
(a je element skupa A,dok je b element skupa B). Ocito je A x B # B x A
(osim u slucaju kada je A = B).

Ax B={(z,y) |z € Aye B}
Za uredene parove vrijedi (a,b) = (c,d) ako jea = cib = d.
Primjer 1.8. Primjeri Kartezijevih produkata
a) {a,b} x {c¢,d} = {(a, ), (a,d), (b,c), (b, d)}
b) {1,2} x {1,3} = {(1,1),(1,3),(2,1),(2,3)}
c) {1,0} x{1,0} = {(1,1),(1,0),(0,1),(0,0)}.
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Primjer 1.9. Neka su dani skupovi A = {T,F} i B = {0,1}. Tada je
Kartezigev produkt tih skupova skup:

Ax B={(T,0),(T,1),(F,0),(F,1)}
Bx A= {(0>T)’ (07 F)a (17T)> (LF)} .
Napomenimo kako Kartezijevo mnozenje skupova opcenito nije komuta-

tivno,

Ax B+# B x A.

Kartezijevo mnozenje ¢e biti komutativno ako i samo ako je A = B, no
tada govorimo o Kartezijevom kvadratu skupa A :

A2 =Ax A={(a,b)|a,be A}

Zadatak 1.5. Za skup A = {1,2} odredite Kartezijev kvadrat skupa A.
Rjesenge:

A= Ax A={(a,b) |a,be A} = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}
Za Kartezijev kvadrat definira se njegova dijagonala:
D ={(a,a)|ac A} C A?
Primjer 1.10. Za skup A = {1,2} odredimo dijagonalu Kartezijevog kvadrata
A2,
D ={(a,a) [a e X} ={(1,1),(2,2)}

Primjer 1.11. Neka su skupovi A i B jednaki skupu realnih brojeva (A = B = R).
Tada je Kartezijev kvadrat skupova:

AxB=RxR=R*={(z,y) | z,y € R}

!

Koordinatna ravnina - Kartezijev koordinatni sustav
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Primijetimo, u Kartezijevom koordinatnom sustavu imamo dvije koordi-
natne osi x-os i y—os, te svaka tocka T' = (z,y) ima dvije koordinate.

Primjer 1.12. Neka su skupovi A i B jednaki te neka vrijedi da je A = B =
I =10,1]. Onda je Kartezijev kvadrat skupova:

AxB=IxI=1"={(z,y)|0<z,y <1}

¥

[0,1] x [0, 1]

14



Poglavlje 2

Matrice

2.1 Pojam matrice i osnovne matriéne operacije

Matrica je pravokutna shema brojeva, parametara, funkcija ili varijabli, a
¢lanovi te sheme nazivaju se elementima matrice. Matricu zamisljamo kao
tablicu od m redaka i n stupaca. Svaki njen element ima svoju poziciju
(mjesto na kojem se nalazi) - u kojem retku i u kojem stupcu. Imena ma-
trica pisemo velikim slovom.

Matrice se zapisuju u obliku:

a1 a2 ... Qip

a91 a92 ... Q9p
A=

Am1 Am2 ... Omn

2.1.1 Tipovi matrica

Ako matrica A ima m redaka i n stupaca kazemo da je matrica A tipa m xn
i piSemo A € M,,x,. Elemente matrice A zapisujemo u obliku a;;, gdje ¢
(1 = 1,...,m) oznacava redak u kojem se element nalazi, a j (j = 1,...,n)
oznacava stupac u kojeme se element nalazi.

Primjer 2.1. Slijede primjeri tipova matrica

1. A= [1 2 3] je matrica tipa 2 X 3 (A € Mays).

4 =5 6
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1 =2] . L,

2. B= [7 _5} je matrica tipa 2 X 2 (B € Msys).
Opcenito, matrice tipa n X n zovemo kvadratne matrice. Kod kvadrat-
nth matrica je ponekad od interesa promatrati elemente koji se nalaze
na dijagonali, a to su elementi b;;, u ovom primjeru elementi dijagonale
SU bll =1 ibgg = —5.

8. C=1[3 6 5] jematrical x3 (C € Mys).

Opcenito matricu tipa 1 X n, tj. matricu koja se sastoje samo od jednog
retka, zovemo redéana matrica.

100
4. D= 5| jematrica 3 x 1 (D &€ Msy).
—1
Opcenito, matricu tipa n X 1, tj. matricu koja se sastoji od samo jednog
stupca, zovemo stupéana matrica.

5. F = je matrica tipa 3 X 2 (E € Msys).

o O O
o O O

Opcenito, matricu bilo kojeg tipa koja sadrZi samo nule zovemo nul-
matrica.

1
6. =10 je matrica tipa 3 X 3 (f € Msys).
0

o = O
—_ o O

Opéenito, kvadratnu matricu (n X n matricu) koja na dijagonali ima
jedinice, a van dijagonale nule zovemo jediniéna matrica.

9 -8 =3 55

Zadatak 2.1. Odredite tip matrice A = [ 4 5 19 —1

22, A14, G21-

] 1 elemente a3,

Rjesenge.

Matrica A je 2 x 4 matrica.
a1z = =3, agz = —9, a1y = 59, ag = 4.

16



Zadatak 2.2. Odredite tip matrice B= | 3 4 | i elemente bia, bi1, b3o,

b21 ’ b31 .

Rjesenge.

Matrica B je 3 X 2 matrica.
biz = =2, b11 =1, bza =0, by =3, bz = —1.

2.1.2 Jednakost matrica

Dvije matrice A i B koje su istog tipa (m x n) su jednake ako vrijedi a;; = b;;
zasvei=1,...mij=1..n.

1

31,C0=[1 3 =5
-5

B

Zadatak 2.3. Kojeg su tipa matrice A =

)

ot W =

i 1ma li medu njima jednakih?

Rjesenge.

Matrice A i B su 3 x 1 matrice, dok je C' 1 x 3 matrica.

Nema jednakih matrica medu njima, iako matrice B © C' sadrZe iste brojeve,
drugacijeg su tipa!

2.1.3 Transponirana matrica

Transponiranu matricu matrice A dobivamo zamjenom redaka i stupaca
(na nacin da retci matrice A prelaze u stupce - automatski stupci prelaze u
retke). Dakle, ako matrica A ima tri retka i dva stupca, njoj transponirana
matrica ¢e imati dva retka i tri stupca. Element a,; matrice A, postaje aj;
element transponirane matrice. Transponiranu matricu oznacavamo s A”.

-1
Zadatak 2.4. Odredite transponirane matrice matricama A = | 3 |,
12
1 2
B= 1—4,0:@?}
3 0

17



Rjesenje.

11 1 3 45
AT =[-1 3 12L<BT::{2 4 O},CT::[5 J.

2.1.4 Simetri¢éna matrica

Primjetimo kako se matrica C' u prethodnom zadatku prilikom transponi-
ranja nije promijenila. Ona je simetricna matrica. Simetri¢na matrica je
matrica koja je jednaka svojoj transponiranoj matrici. Simetri¢ne matrice
mogu biti samo kvadratne matrice.

1 —
Zadatak 2.5. Provjerite jesu li sljedece matrice simetricne: A = 3 13] ,
7 -1 3
B=|-1 -2 5|,C=[14 -9 4].
3 5 0
Rjesenge.
AT = {_13 ﬂ , vidimo da A # AT pa to nije simetricna matrica.
7 -1 3
BT = | -1 —2 5|, vidimo da B = BT pa je B simetri¢na.
3 5 0

Matrica C sigurno nije simetricna jer nije kvadratna.

2.1.5 Gornjetrokutaste i donjetrokutaste matrice

Matrica je gornjetrokutasta ako su joj svi elementi ispod dijagonale jednaki
nuli.

T
Primjer gornjetrokutastematrice je je matrica A= |0 9 5
0 0 —6

Matrica je donjetrokutasta ako su joj svi elementi iznad dijagonale
jednaki nuli.
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7 0 0
Primjer donjetrokutaste matrice je je matrica A= |9 —3 0
6 —1 4
Matrica je dijagonalna ako su joj svi elementi iznad i ispod dijagonale
jednaki nuli. Dijagonalna matrica je i donjetrokutasta i gornjetrokutasta.

0
Primjer dijagonalne matrice je matrica D = 0
1

S O
S Ww O

Zadatak 2.6. Odredite jedinicnu i nul matricu 2 X 2 matricu.
Rjesenge.

10 0 0
I )
Zadatak 2.7. Navedite primjer simetricne 1 nul-matrice tipa 2 X 2.
Rjesenge.

) . 3 -1
Simetriena {_1 5 } .

) 00
Nul-matrica {O 0] .

Zadatak 2.8. Odredite a i b takve da matrica A bude simetri¢na ako je

3 45
A=la 7 1

5 b 8
Rjesenge.

Kako je a na mjestu (2,1), mora biti jednaka elementu na mjestu (1,2), a to
je broj 4. Znaci, a = 4. Na isti nacin donosimo zakljucak o elementu b. On
se nalazi na mjestu (3,2) i mora biti jednak elementu na mjestu (2,3), a to
je broj 1. Dakle, b = 1.

2.1.6 Zbrajanje i oduzimanje matrica

Zbrajati i oduzimati mozmo samo matrice istog tipa. Zbrajanje (oduzi-
manje) vr$imo na na¢in da zbrojimo (oduzmemo) elemente na istim pozici-
jama.
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a1 a19 N AT bll 1)12 ce bln

A :]: B _ a921 9292 Ce Aoy, :]: b21 b22 e bgn _
Am1 Am2 ... Qmn bml bmg e bmn
a1 £ b a2 £bia ... a1, £y
as1 £ bay A T bao ... ag, by
Am1 + bml A2 + bmg oo Omn + bmn

Zadatak 2.9. Zbrojite matrice A © B ako je

2 -1 =2 1 1 3
a)A=13 9 5|,B=|0 -5 -3
0 5 —6 -1 2 2

b) A=[14 3 6],B=[4 -9 1].

2 -1 =2 0 7 4 -1 1
c)A=1[3 9 5 3|,B=|5 5 —29
0 5 —6 12 —6 11 4 2
Rjesenge.
a)
(2 —1 —2] 1 1 3 241 —-1+1 —2+3
A+B=13 9 5|+|0 -5 -3/ =|3+0 9-5 5-3|=
0 5 —6] -1 2 2 0—1 5+2 —-6-+2
(3 0 1]
=13 4 2
-1 7 —4]

b)

A+B=1[14 3 6]+[4 -9 1]=[14+4 3-9 6+1]=[18 —6 T]
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2 -1 -2 0 7 4 -1 1] [247 —1+4 —2-1 0+1
A+B=13 9 5 3|+|5 5 —29=[3+5 945 5-2 3+9
0 5 —6 12] |6 11 4 2] |0—6 5+11 —6+4 1242

(9 3 -3 1

— |8 14 3 12

|6 16 —2 14

Zadatak 2.10. Oduzmite matrice C i D.

we=l5 oA

3 5 4 17 -2
b)C_{—z 0 9}’D_{4 4 5}

Zadatak 2.11. Rjesenje.
a)
4 2 1 5 4—-1 2-5 3 -3
¢-D= {—3 1} N {—1 0] - {—3+1 1—0} - {—2 1}

3 5 4 1 7 =2 2 -2 6
C_D—{—Qog}_{zm 5]_[—6 —4 4}'
: 1 0 —4 3 3 5| .
Zadatak 2.12. Dane su matrice A = [_5 6 8 ], B = [8 6 _9} v

1 0 -1 . .
C’—[4 1 3]IzmcunajteA+B—C’.

Rjesenge.

A+B_C_{1+3—1 0+3-0 —4+5—(—1)}_[3 3 2]

~54+8—-4 6-6-(—1) 8-9-3 1 1 -4
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Zadatak 2.13. Zadane su matrice A = ;l g] 1 B = [Z S] Odredite a 1

b tako da matrica A+ B bude dijagonalna.

Rjesenge.
Izracunajmo najprije matricu A + B.

24+b 349 2406 12

Ova matrica ce biti dijagonalna ako su elementi van dijagonale jednaki nuli,
Y. vrigedi a +3 =014 b+ 2 =0 pa iz toga dobivamo a = —3 1 b = —2.

A+B— [4+7 a—i—S] _ { 11 a+31.

-2 —4 0 -9
b takav da matrica A — B bude donjetrokutasta.

Zadatak 2.14. Zadane su matrice A = [_1 _1} 1B = {4 b } . Odredite

Rjesenge.
Izracunajmo matricu A — B.
—1-4 —-1-b -5 —1—-0
=[50 S-E Y

Da bi ova matrica bila donjetrokutasta svi elementi iznad dijagonale moraju
biti jednaki 0. Odatle slijedi—1 —b =0, tj. b= —1.

2.1.7 MnozZenje matrica skalarom

Mnozenje (cijele) matrice skalarom (brojem) vrsimo tako da svaki njen ele-
ment pomnozimo tim brojem. Na primjer

-1 -1 ~-5 -5
sA=5-A= {—2 —4] B {—10 —20} '

5
Zadatak 2.15. Ako su dane matrice A = 4
—1

1 B 0 5

N = O

Odredite A — 3B.
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Rjesenge.

5—3-(-2) 0—-3-(-1) 11 3
A-3B=|4-3-(0) 1—-3-5 =4 14
-1-3-0 2-3-(-2) -1 8
3
Zadatak 2.16. Ako su dane matrice A = [1 0 4] 1 B = |-5|. Odredite
1
3A+ BT.
Rjesenge.

3A+B=1[3 0 12]+[3 =5 1]=[6 —5 13].

2.1.8 MnozZenje matrica

Mozemo mnoziti samo ulan¢ane matrice, tj. mozemo racunati A -B samo
ako je broj stupaca matrice A jednak broju redaka matrice B. Pritom je
vazno napomenuti da A - B ne mora biti jednako B - A. Stovise, ukoliko
je moguce izracunati A -B, to ne zna¢i da je ujedno moguée izracunati i
B - A.Dalje se postavlja pitanje: ako je matrica A m X n matrica, a ma-
trica B je n X p matrica, kojeg je tipa matrica C' = A - B? Matrica C' ¢e biti
tipa m X p, tj. imati ¢e redaka koliko i matrica A i stupaca koliko i matrica B.

Formula za racunanje elemenata matrice C' je.

n
Cij = Zaikbkj.
k=1
Uocimo, da bismo dobili element matrice C' na mjestu (4, j) koristimo

se i-tim retkom matrice A i j — tim stupcem matrice B. Mnozimo redom
elemente retka i stupca te zbrojimo sve umnoske.

Primjer 2.2. Neka su dane matrice A = [S g] 1 B = l_lzJ . Izracunajmo
matricu C, gdje je C = A - B.

Rjesenge.
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Odredimo tip matrice C.

A € ngg, B e M2><17 pa j@ C c M2><1; tj C j@ oblika C' = E11:| .
21

Jos je potrebno odrediti brojeve ci1, co1. Za izracunati element ¢y uzi-
mamo prvi redak matrice A i prvi stupac matrice B, a za element coy uzimamo
drugi redak matrice A i prvi stupac matrice B.

ci = a1 by +ap by =7-1+5-(-4)=-13
Co1 = Qg1 - b1y + A by =0-1+2-(—4) = -8

Dobili smo C = [_13} .

-8
3 4 -1 2 0
Zadatak 2.17. Neka su dane matrice A = 1B=1|—-1 -2
2 -6 5 0 _3

Odredite matice C =A-B 1D =B A.

Rjesenge.
Odredimo tip matrice C. Ona ima redaka koliko i matrica A, stupaca koliko
i matrica B. Znaci, C' € Msys, tj. C' je oblika:

O — [011 012] .

Co1 C22

cii=ay b+ ag by taz-by =3-2+4-(=1)+(-1)-0=6-4=2

Cigp = all'b12+a12'622+a13‘b32 = 30+4(—2)+(—1)(—3) =0—-843=-5
Co1 :agl'b11+a22'b21+a23‘b31 :22+(—6)(—1>+50:4+6: 10
Co9 :a21-b12+a22-b22+a23~632 :20—6(—2)+5(—3> =12—-15=-3

2 -5
O:Lo —3}'

Odredimo sada tip matrice D = B - A. Ona ima redaka koliko i matrica B,
stupaca koliko i matrica A, znaci, 3 retka i 3 stupca. D € Mzys.

diy dip diz
D = |dy dyy das
d3y dzp ds3
d11:b11~a11+blg'a21:2~3+0~2:6
d21:b21~a11+b22-a21:(—1)-3+(—2)-2:—7
ds1 =bs1-a11 +bga a1 =0-34+(=3)-2=-6
dig="bi1-a12+big-ap=2-44+0-(—6) =8
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dog = ba1 - @12 + bag - agp = (—1) -4 —2-(
d32:b31~a12+632~a22:0~4+(—3)-(—6):
d13:b11-a13+blg-a23:2-(—1)—|—0-5

daz = by - @13 + bag - a3 = (—1) - (—=1) +(=2)-5= -9
dsz = bz - a13 + b3z - a3 = 0+ (—1)

+
—~
|
w
~—
ot
I
|
—
ot

Dobili smo matricu D:

6 8 -2
D=|-7 8 -9
-6 18 —15

Ovajy primjer pokazuje da mnoZenje matrica nije komutativno, tj. A- B #
B-A.

Zadatak 2.18. Izracunajte A- B © B+ A ako su dane matrice A = [1 0 5]
0

1B=1| 2
—1

Rjesenge.

Ratunagmo prvo C = A - B. Kako je C € My, vidimo C = (cq1).

C11 :all-b11+a12~b21+a13~b31 = 10+O2+5<—1) = —b.

C =1[-5].

Izratunagmo sada D = B - A. Matrica D je 3 X 3 matrica.

0 0 0 O
B-A=|2|[1 05]={2 0 10
-1 -1 0 =5
Zadatak 2.19. Dane su matrice
1 5 0 1
A=1|-2 -1 4|,B=|1|,C=[0 5 4] iD=/12].
0o 2 -3 —1

a) Odredite tipove svih matrica.
b) Napisite jedinicnu matricu istog reda kao i A.

c) Odredite element ags.
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d) Izracunajte A-CT.
e) Izratunajte BT — 3C.

f) [Izracunagte I - A.

Rjesenge.

a) A € M3><3: B € M3><17 C € M1><3; D € M1><1-

1 00
b) I=1{0 1 0
0 01
C) CL32:2
1 5 0 0 1-0+5-54+0-4 25
d) ACT=|-2 -1 4 5! =|-2-0—-1-5+4-4] = |11
0 2 =3] 1|4 0-0+2-5-3-4 —2

e) B —3C=[11 —-1]-3[0 5 4] =[1 —14 —13]

f) 1-A=A.
Napomena: Opcenito vrijedi A- 1 =AiA-1=A.

Zadatak 2.20. Dane su matrice {_54 i1’>

} 1 B = {_ll]inekajeC:A-B.
Odredite element cqy.
Rjesenje.

011:all'b11+a12'b2125'1+3'(—1):5—3:2.

Zadatak 2.21. Izratunajte A- B - C' ako su nam dane matrice

5 —1
A=[2 2 =2],B=1{0 6| iC= v
L4 3 -4 1

Rjesenge.

A-B-C=[20 —6 0].
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Zadatak 2.22. Izracunajte A- B i B - A ako su dane matrice

-5
A=[3 2 1] iB=|-1
8
Rjesenge.
—-15 —-10 -5
A-B=[-9],B-A=|-3 -2 -1
24 16 8
12 3 2 1
. ) . 3 =5 0 0
Zadatak 2.23. Izracunajte C(A—B) ako su dane matrice A = 0 1 13 6
7 8 2 -1
10 2 5 0
4 -7 2 -1 5 1 10
B = 7 4 11 5 ’C_[—B 2 1 1}
5 5 0 1
Rjesenge.
2 1 -3 1
5 . L B 1 2 -2 1
LIzracunaymo najprije A — B = 3 _3 9 1
2 3 2 =2
» |12 4 =15 7
I sada mnozimo C(A — B) = {_3 . 9 _2} )
Zadatak 2.24. Izracunajte
3 312 0 2 2 : -7 —4
a) [1 2] {—1 2}_5 [2 2] R {—10 —6]
b) [2 —1]-4[1 2] Rj.:[-2 -9]
(3 5 2] 1 1 6 2
c) |1 =5 0|+ 11{2:5?} Rj.: |-2 —6
0 —4 -1 0 1 0 -6
- 1 —2
4 -5 0 1 2 —-26 -33
Do 1 1}77%{02} R [8 18
L 1 1
i 3 [1 0 0o 2
2 2. |_1 2
o [i A Rt
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2.2 Determinanta

Determinanta je funkcija koja svakoj kvadratnoj matrici pridruzuje skalar
odnosno broj. Determinanta se definira induktivno, to jest tj. determinanta
matrice n-tog reda definira se pomoc¢u determinante matrice (n — 1)-og reda.

e Determinanta 1 x 1 matrice A = [a] je broj a,to jest

det A=la|] =a
a1 a2 ... Qin

e Zan X n matricu A = a:21 Q?Q ' a?n (gdje je n > 1) determi-
Ap1 Qp2 ... QApp

nantu racunamo Laplaceovim razvojem:

U La Placeovom razvoju prvo proizvoljno odaberemo redak ili stupac po
kojem ¢emo razvijati determinantu.Formula za rac¢unanje determinante po
1 — tom retku, odnosno j — tom stupcu je:

a1 A2 ... QAip
n
a21 QA2 ... QA9p . .
det A = : A S E a;jA;j ...razvoj po i-tom retku,
. . . . ]:1
Ap1 Ap2 ... Qpp
a1y a2 ... Qip
n
a21 QAg2 ... Ada2p . .
det A = : —_— .| = E a;jA;j, ...razvoj po j-tom stupcu,
: : .o —
ap1 Ap2 ... QApp

gdje je A;; algebarski komplement matrice A,tj.
Ay = (1) Ay,
gdje je A;; determinanta matrice A iz koje izostavimo i-ti redak i j-ti stupac.

Primjer 2.3. Izracunajmo determinantu matrice [ g 9 } .

Razvigmo determinantu po prvom retku.

437 |43, e 2 ol s o
det[g 2}—92—4(1) 2] +3- (1)1 |9 =8 — 27 = —19.
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Razvigmo sada determinantu po drugom retku.
4 3 4 3
det 9 2|0 2= 9. (=1)%1[3] +2- (=1)*72|4] = 2748 = —19.

Razvigmo sada determinantu po prvom stupcu.
det 9 2|0 2 =4 (=1)2] +9- (=1)* 3] =8 —27 = —19.
Istu vrigednost determinante dobili bismo da smo ju razvijali po drugom

stupcu. Probajte sami!

21 3
Zadatak 2.25. Izracunajte determinantu matrice | 5 3 2

1 4 3
Rjesenge.
21 3
53 2 =2 (-1 |2 2 s e Slyacapn ) 3
14 3 43 43 3 2

=203 (=" 344 (=D 2) = 5(1- (=)' .34+ 4. (=12 3)+
(1 (D243 (<))
=2(9-8)—5(3—-12)+2-9

=2445-7
= 40.
-1 2 1
Zadatak 2.26. [zracunajte determinantu matrice A= | 5 2 3
4 2 =5
Rjesenje.
Razvigmo determinantu po prvom retku.
det A= -1~ 2 2 oy P 3| qyes P2
2 =5 4 -5 4 2
=—1(-10—6) + (—2)(—25 — 12) + (10 — 8) =
=16+T74+2=92.
2 4 2
Zadatak 2.27. Izracunajte determinantu matrice A= {1 0 =5
1 -2 =2

Rjesenge.
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Ovu determinantu razvijat cemo po drugom retku jer drugi redak sadrzi
nulu, $to znaéi jedan ¢lan manje u razvoju (analogno i po drugom stupcu,).

det A= 1(-1)1| ) _22' T 1)l P
=—1(—-8+4)+5(-4—4)=-36.

_2_

Pravila vezana uz racunanje determinanti

o detA = detA”.

e Ako B dobijemo tako da matrici A zamijenimo bilo koja dva retka ili
stupca, tada je detB = —detA.

e Ako matricu B dobijemo tako da joj jedan redak ili stupac pomnozimo
brojem )\, tada je detB = AdetA.

e Ako je A n x n matrica, tada je det(AA) = \"det(A).

e Ako je B dobivena iz A dodavanjem jednog retka ili stupca drugome,
tada je detB = det A.

e Mnozenjem jednog retka/stupca brojem i dodavanjem drugome, ne mi-
jenja se detrminanta

e Ako matrica A ima nul-redak ili nul-stupac, tada je detA = 0.
e Ako matrica A ima dva ista retka ili dva ista stupca, tada je detA = 0.

¢ Binet-Cauchyevo pravilo: Ako su A i B kvadratne matrice istog
reda, onda je det(AB) = det A - det B.

Zadatak 2.28. [zracunajte determinante matrica A i B pri cemu je
111

A=12 2 2| iB=3A.
3 45
Rjesenge.

LIzracunajmo determinantu matrice A. Primjetimo da ako pomnoZimo prvi
redak sa (—2) i dodamo ga drugom retku, drugi ¢e redak postati nul-redak.
Determinanta je tada 0. Kako znamo da se dodavanjem jednog retka drugome
u matrici determinanta ne mijenja, dobivamo da je i determinanta matrice
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A jednaka 0.

Dalje, izracunajmo determinantu matrice B.

detB = det(3A) = 3*detA =3%-0 = 0.

Za racunanje determinanti matrica tipa 2 X 2 i tipa 3 x 3 postoje brzi
i efikasniji na¢ini. Prvo ¢emo pokazati brzi nacin za izrac¢un determinanti
matrica tipa 2 X 2.

a1; a2
A= — detA = ail - Qo2 — Q12 * A21.-
21 Q22

Za 3 X 3 matrice koristimo Sarrusovo pravilo.

aix G2 013

detA = 921 Q929 Q93
as1 agz2 0a3s3
= Q11 Q2 - A33 + Q12 - Q23 * 431 + Q13 - A21 * A32 — Q12 * Q21 * A33—

— a1 - G23 - A32 — A13 " A22 * G3].
Metodu je lakse zapamtiti tako da uz matricu A zapisemo njena prva dva
stupca.

a1x a2 ai3 a1l Qa2
G21 Q22 @23 Q21 QA22
Q31 az2 0433 sy 432
Tada mnozimo elemente po dijagonalama i zbrajamo one umnoske koji su
dobiveni iz umnozaka elemenata dijagonala s lijeva na desno, a oduzimamo
one umnoske koji su dobiveni iz umnozaka elemnata dijagonala s desna na
lijevo (suprotne dijagonale).

0 2 2
Zadatak 2.29. Izracunajte determinantu matrice | 1 0 3
2 11
Rjesenge.
0 2 20 2
detA=|1 0 3/ 1 0
21 1121

=0-0-142-3-2+2-1-1-2-1-1-0-3-1-2-0-2
=0+124+2-2-0-0
=12.
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003 5

y . : , 1 20 2

Zadatak 2.30. Izratunajte determinantu matrice A = 121 1
31 2 -1

Rjesenje.
Determinantu matrice je najbolje razvijati po retku (ili stupcu) sa najvise
nula. Ouvdje je to prvi redak.

12 2 1 20
detA=0+0+3- (=11 2 1[+5- (=) 1 2 1
31 -1 31 2
Izracunajmo posebno ove dvige determinante.
12 211 2
12 1(12=1-2-(-1)42-1-342-1-1-2-1-(-1)—-1-1-1-2-2-3
31 —-1] 3 1
=—-24+6+24+2-1-12
= —d.
1 2 01 2
12112=1-2-242-1-34+40-1-1-2-1-2-1-1-1-0-2-3
31 2 31

= 5.
Nastavljamo sa zadatkom.
detA =3 (=1)"" - (=5) + 5 (=1)'"* 5 = —40.

Determinante gornjetrokutastih, donjetrokutastih i dijagonalnih matrica
lako racunamo mnozeci elemente dijagonale. Pogledajmo to na idu¢em prim-
jeru.

3 —1 15
Zadatak 2.31. Izracunajte determinantu matrice A= | 0 2 7

0 0 1
Rjesenge.

Determinantu rjesavamo pomotu Sarrusovog pravila.
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3 —1 15 3 -1
detA=10 2 710 2
0 0 110 O
=3.2.14(-1):7-0+15-0-0—(~=1)-0-1—-3-7-0—15-2-0
=3-2-1

Vidimo da je jedini umnoZzak koji nije jednak nuli, umnozak elemenata dijag-
onale matrice A.

Lako je naci determinantu pomocu La Placeovovg razvoja po trecem retku
jer u razvoju je samo jedan clan razlicit od nule.

det A=0+0+1-(—1)*3 g _21 =6—0=6.

Zadatak 2.32. Izracunajte determinante matrica:

—1 2 ‘
a)A—[2 2} Rj.: —6
23 1
b) B=[5 0 1 Rj.: 51
11 -3
00 9
c) C=[1 1 17 Rj.: 0
33 15
111 22 33
0 4 44 55 .
d) D= 00 4 66 Rj.: 16
00 0 1
000 0 0
7 4 44 55 .
©E=12 0 1 66 Ry 0
5 4 6 1

Zadatak 2.33. Izracunajte determinantu matrice

oo o wuvto
oo o owN
o wo w
=R BN NCRPN QS
WO~ O
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Rjesenge.

Primjetimo da nas gornja matrica podsijeca na gornjetrokutastu, a zamjenom
prva dva retka to bi bas i bila gornjetrokuatasta matrica, pa cemo zamijen-
itt prva dva retka jer to mijenja samo predznak determinante,a znatno nam
olaksava racunanje.

02314 5 06 79
5 06 79 0 2314
003 21l=—-1003 2 1|=-5-2-3-7-3=-630.
00079 00079
00003 00003

Zadatak 2.34. Izracunajte determinantu matrice C = A - B, ako je

3 4 1 -3
TR
Rjesenge.

Za izracunati determinantu matrice C' moZemo ili prvo pomnoZiti matrice A
i B pa traziti determinantu, ili iskoristiti pravilo (Binet-Cauchy) det(A-B) =
detA - detB.

3 4
detA_‘_2 0'_3~0—4-(—2)_8.
1 -3
detB:’5 _9‘:1-(—9)—(—3)-5:—9+15:6.

detC = det(A- B) = detA - detB = 8- 6 = 48.

Zadatak 2.35. Izracunajte determinantu matrice C' = A - B, ako su nam
1
dane matrice A= 2|, B = [4 5 6} :
3
Rjesenje.
Sada ne moZemo iskoristiti pravilo det(A-B) = det A-det B jer rac¢unamo
samo determinante kavadratnih matrica. Zato cemo prvo pommnoZiti matrice

1 4 5 6
A-B=|(2|]4 5 6]=|8 10 12|.
3 12 15 18

Za racunange determinante koristit cemo Sarrusovo pravilo.
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4 5 6] 4 5
det(A-B) = |8 10 12| 8 10
12 15 18| 12 15

= 4-10-18+5-12-124+6-8-15—-5-8-18 —4-12-15—6-10-12 =0.

3 3 —1 22
Zadatak 2.36. Ako je A = , B = 0 1| , izracunajte
01 2 3 9
determianantu matrice A- B .
Rjesenje.
2 2
3 3 —1 9 7
A-B- { } 0 1= { } |
01 2 3 9 —6 5
9 7
det(A-B)—‘ 6 5 '—87.

4 2 7
Zadatak 2.37. Neka je dana matrica A= | 3 a 1 | . Odredite a, ako je
1 11

det A = 10.
Rjesenge.
Raspisimo determinantu matrice A. Pomocu toga ¢emo doc¢i do elementa a.
4 2 7 4 2
detA=13 a 1| 3 a
11 111
=4-0-14+2-1-14+7-3-1—-2-3-1—-4-1-1-7-a-1

=4a+2+21—-6—4+(—7a)
= —3a + 13.

Kako znamo da je detA = 10, dobivamo jednadzbu
—3a + 13 = 10.

1z cega dobivamo
—3a =10—-13

—3a=-3/:(-3)

a=1.
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Zadatak 2.38. Neka je A = [é ﬂ , B= B (1]] . Odredi x ako je det( A+
B)=-1

Rjesenge.

1 z 10 2 x
A+B_[2 O}JFL; 1}_[x+2 1]'

det(A+ B) =2 —2° — 27
2 — 2?2 -2 =-1

—2?2 - 22 +3=0.

Da bismo odredili x moramo rijesiti gornju kvadratnu jednadzbu.
Rjesenja kvadratne jednadzbe oblika ax® + bx + ¢ = 0 nalazimo pomoéu
formule

—b+Vb? — 4dac
T192 = .
’ 2a

U nasem zadatku a = —1,b = —2,¢c = 3.

—(-2)£/(-22—4-(-1)-3 244+ 12 244
2. (—1) N -2 )

T1,2 =

_2+4 6 3 _2—4_—2_1
M= T LTy BT Ty T T
Imamo dva rjesenja: x1 = —3 i x5 = 1.
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2.3 Inverzna matrica

Matrica B je inverzna kvadratnoj matrici A redanxn akoje A-B = B-A = 1.
Inverz matrice A oznacavamo s A~!. Matrica A ima inverznu matricu ako je
detA # 0. Kada detA # 0 kazemo da je matrica A regularna. U suprot-
nom, kazemo da je matrica singularna.

Inverznu matricu matrice A ra¢unamo pomocu formule

41
~ detA

*

gdje je A* adjunkta matrice A, tj.
(A*)z] = (—1)i+j det Aji7

i detAj; je determinanta matrice A kojoj smo ispustili j-ti redak i 4 -ti stupac.
Na primjeru ¢emo bolje objasniti postupak.

Primjer 2.4. Odredimo inverznu matricu matrice A = [ zl)) i } .

1. Najprije provjeravamo je li matrica reqularna. Ako matrica nije reg-
ularna, znamo da nema inverz, ako je, nastavljamo s racunanjem in-
verza.

1 2
3 4

Matrica A 1ma tnverz.

detA =

‘:1-4—2-3:4—6:—27&0.

2. Racunamo adjunktu.

* Ay A
A -
|: A21 A22 :|

Ay = (1) det(4) = 4 Ay = (=1)1*2det(2) = -2
Ay = (=1)*"Mdet(3) = =3 A = (—1)>"2det(1) = 1.

3. ZapiSemo inverznu matricu
1 1 4 =2 -2 1
A7l = A= — = .
et =5 7=

Za primjer temo provjeriti je li zbilja izraéunata A~' inverzna matrica
matrice A. Treba vrijediti A=YA = I, odnosno AA™ = 1.

a5 Al
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Analogno dobivamo:
111 2 4 =2 10
—1 _ = —
AAT= 2[34}{—3 1} {0 1]

Zadatak 2.39. Odredite inverz matrice A = { ;

— O
1

Rjesenge.
Provjeravamo determinantu matrice.
detA=1-1-2-0=1= matrica ima inverz. Racunamo adjunktu.

All - (—1)1+1d€t(1) 1 Alg = (—1)1+2d€t(0) - 0
A21 = (-1)2+1d€t(2) = -2 A12 = (—1)2+2d€t(1) =1

AA_L Ap Ap | 1) 1 0 _[ 1 0
CdetA | Ay Asp | 1| -2 1| | =2 1|

w

Zadatak 2.40. Odredite inverz matrice B = | 1

—
— N =
— = RO

Rjesenge.
Provjeravamo je li determinanta razlicita od nule.

31 2131
detA=|1 2 1| 1 2
11 111

=3.2.141-1-142-1-1—-1-1-1-3-1-1-2-2-1
—6+1+2-1-3—4

=1.
Matrica A ima inverz. Dalje, traZimo adjunktu.
Ay = (=) ? 1 -1 A = (—1)1+2 1 ? —1
A= (-] 2= 3 Ay = (-2 1 1| =0
Agy = (—1)2+2 51)’ ? -1 Ags = (—1)2+3 ? ? -1
Ag = (-1 |1 2= A = (127 )= 2
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31
Asg = (=177 2‘:5
1 1 =3 1
Alt=-1 0 1 —-1|=1|0
-1 -2 5 -1
1 0
Zadatak 2.41. Odredite inverz matrice 7T =2
-5 1
Rjesenge.
1 0 0 9
detA=|7 2 —1]=1-(=1)"" )
-5 1 -1
Adjunkta:
Ay = (=D _12 _11‘ =1 A = (=112
0 0
Az = (_1)1+3 y 1' =0 Ay = (_1)2+1
Agy = (—1)2 _15 _01‘ =1 Agg = (=1)2F
7T =2
Az = (—1)3“ -5 1 ‘ =3 Agzy = (_1)
1 0
=l =
1 0 0
A7l = 2 -1 -1
-3 -1 =2
3
Zadatak 2.42. Odredite inverz matrice A = | 0
6
Rjesenge.
_1 2 1
Al = 13 _3§ _31
= 2 2
r 1 _1
2 1 1
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2.4 Matricne jednadzbe

Primjer 2.5. Odredimo x,vy, z ako je

MnoZzenjem matrica i 1z jednakosti matrica dobivamo
2 +y—2=26
20 =2
r—z=4
Iz druge jednadZzbe dobivamo y = 1 te uvrstimo u prvu @ trecu jednadzbu.
20 —2 =25

r—z=4

Iz trece jednadzbe izlucimo x i dobijemo x = 4+ z. Sada v = 4 + z uvrstimo
u prou jednadzbu.
2(z+4)—2=5

z2=-3

dobivamo t =4 — 3 = 1.

Matri¢ne jednadzbe su jednadzbe gdje se kao nepoznanice (i poznanice)
javljaju matrice. Proucit ¢emo tri oblika matri¢nih jednadzbi:

1. AX=8B

Jednadzbu rjesavamo na nac¢in da s lijeve strane mnozimo izraz sa A~!
kako bismo dogli do X :

ATTAX = A°'B
IX=A"'B
X =A"'B.
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2. XA =8B

Jednadzbu rjesavamo na nac¢in da s desne strane mnozimo jednadzbu

sa A~! kako bismo dogli do X :

XAA™L = BA™!
XI=BA™!
X =BA™L

3. AXB=C

S lijeve mnozimo jednadzbu sa A~!, a s desne strane sa B!
ATTAXBB ' = A"'CB™!
I-X-I=A1CB™!
X =A"'CB™..

Primjer 2.6. Rijesimo jednadibu AX = B gdje su A = [1 2] i B =

1 3
2 2
4 6|
Nagprige pokazimo kako rjesavanje ove jednadzbe moZemo svesti na rjesa-
vanje cetiri linearne jednadzbe.

. 1 2 T11 Ti2| 2 2
Imamo AX = B — [1 3] [xm @J = [4 6}'

Pomnozimo matrice A 1 X {xn + 2oy Tzt 2:522} = [2 2] )
T, + 3.7321 T2 + 32322 4 6
Izjednacavamo elemente na istim mjestima,
11+ 219 = 2
Tig + 2199 = 2
T + 31’21 =4
T12 + 3I22 = 6..
Rijesimo ove jednadzbe i dobivamo da je x17, = —2,x10 = —6,29 =
2,199 = 4, odnosno matricno:
-2 —6
X=1q 4
PokaZzimo sada kako cemo rjesavati ovakve jednadZzbe.
AX =B
A7'/JAX =B
X =A"1B.
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Za izracunati X moramo izracunati matricu A~' i pomnoZiti ju s matri-
com B.
Racunamo matricu A™! :

det A = det F 2} = 1.

13
Ay = (—1)1+1|3| =3 Ay = (—1)1+2|2| = -2
Aoy = (—1)21] = —1 Agy = (—1)2721] = 1.

Sada mozemo izracunati X

3 =212 2 -2 —6

— A 1lp _

X=4 B_{—l 1}{4 6}_{2 4]'

Kada bismo rjesavali jednadzbu X A = B, kao rjesenje dobili bismo
-1

CEIE R

Zadatak 2.43. Dane su matrice A = [3 2] , B = [4 4 } iC = { 1 0] .

10 0 —7 -2 1
Rijesite jednadzbu XA+ B = C.

Rjesenge.

Kao i u svakoj jednadzbi, moramo izraziti nepoznanicu, ovdje matricu X.
XA+B=C
XA=C-B \A!
X =(C-B)A™L

Za izratunati X moramo izratunati matrice A~ i C' — B.
Ratunamo A~1:

3 2
det A = '1 ol = -2
Ay = (=)ol =0 Ay = (-1)'*?2] = =2
Ay = (=111 = —1 Agy = (—1)**2[3| =3

A= [_01 _32}
com- L O T
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Dobivamo rjesenje
o 4 |3 =4 1 0 =2/ |-2 3
X=(C-BA" = [—2 8| —2|-1 3| |4 -4

Zadatak 2.44. Uz iste matrice A, B,C kao u prethodnom zadatku, rijesite
matricnu jednadzbu AX + B = C.
Rjesenje.
AX+B=C
ATY/AX =C - B
X =A"YC - B).
Iskoristimo rezultate iz prethodnog zadatka, jer ve¢ smo izracunali A=1 i

C - B.

Zadatak 2.45. Dane su matrice A = {:3 1] B = [0 _23} . Rijesite

jednadzbu AX +2X = B.
Rjesenge.
AX+2X =18
(A+20)~t / (A+2)X =B
X =(A+20)"'B.

Za izracunati X trebamo najprije izracunati matricu (A + 2I)~1.
-3 1 10 -1 1

e e R A R e

det(A +2I) = —1 = matrica A + 21 ima inverz.

Racunamo inverz

(A+20); = (—=1)*16] = 6 (A+20)15 = (—1)*2[1] = -1
(A+20)g = (—1)21| = 5| =5 (A+20)gn = (—1)2*2| — 1] = —1

16 —1 —6 1
—1 _ o
(A420)"" = — [5 _1} = {_5 J :
Dobivamo rjesenje

e[ 2-[F 2)
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Zadatak 2.46. Rijesite jednadzbu AXB = C ako su dane matrice
2 0 2 11, 5 b5
S T ] L

Rjesenge.
LIzrazimo X.
A/ AXB=C \B~!
X =A"1CB!
Moramo nati A=t i B~! te pomnoziti A~*C B~

det A = det {2 O} =2

01
Ap = (1)1 =1 App = (=1)'*2|0] =0
A = (=1)*10] =0 A = (=1)**2]2| = 2

10
-1 _ 1
=il

detB:det[2 1]:—2

-2 =2
By = (—1)"] = 2] = =2 Bia = (-1)'"*?1] = —1
BZI - (—1)1+2’ — 2’ - 2 B22 - (—1>2+2|2’ - 2
-2 —1]
-1 _ 1
BT =5 { 2 2|

Dobivamo rjesenje

w305 D5 2[5

7 30 6 5 —1
Zadatak 2.47. Dane su matricc A= |2 6 4|, B=1]12 3 0| i
-1 1 2 -3 3 -3
3 0 1
C=10 —1 2|. Riesite jednadzbu AX = BX +C — I.
2 3 1

Rjesenge.

Nagprige izrazimo X.
AX -BX=C-1
(A-B)™' /| (A-B) X=C-1
X=(A-B)(C-1I)
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Za izracunati X trebamo izracunati: A— B, (A— B)™',(C —1I). Krenimo
redom

7 30 6 5 —1 1 -2 1
A-B=1]2 6 4 —-12 3 0|=|(0 3 4.
-1 1 2 -3 3 -3 2 =25
-2 1
det(A — B) = det 3 4
-2 5
3 4 -2 1
(A— B) 1)+t 9 5 =23 (A= B)p = (—1)*2 5 5‘:8
-2 1 0 4
1+3 _ _ 2+1 _
A Pl S TV B MV i B
11 11
0 3 1 -2
(A= B)s = (-1)*"1, | =-6 (A=B)=(-1)"?, _2‘—2
1 -2
3+3 _
(A B>33 ( 1) 0 3 =3
23 8 -—11
(A-B)y'==|8 3 —4
-6 -2 3
3.0 1 [1 0 0 2 0 1
cC—-I=1]0 -1 2| -0 1 0] =1]0 -2 2
2 3 1 0 01 2 3 0
Dobivamo rjesenje
23 8 —111 (2 0 1 —49 39
=A-B)yY(C-I)=]8 3 —4| |0 =2 2| = —18
-6 -2 3 2 3 0 —10
1 2 2 1 1
Zadatak 2.48. Dane su matrice A= |—1 3 2| ,B= |0 2
0 11 3 1 1
1 2 3
C=|—4 2 3|. Rijesite jednadzbu AX + B—C = 0.
6 1 1
Rjesenge.
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Izrazimo X = A~Y(C — B).

Potrebno je izracunati matrice A~' i C — B.

1 2 3 1 1 1 0 1 2
C—-B=|-4 2 3/ —-—10 0 2|=1|-4 21
6 1 1 3 -1 1 3 20
1 0 -2
Al =11 1 -4
-1 -1 5
Dobivamo rjesenje
1 0 -2 0 1 2 -6 -3 2
X=|1 1 —4|(|-4 2 1|=|-16 -5 3
-1 -1 5 3 20 19 7 =3

Zadatak 2.49. Rijesite matricnu jednadzbu 3X — XA = B ako su dane

1 0 -1 4 -1 2
matrice A= | -2 3 0|l :B=1(0 5 1
-2 -1 5 3 3 1
Rjesenge.
3X -XA=2B
X3BI-A) =8B
X:B(3I—A)_1
3 00 1 0 -1 2 0 1
3/ -A=10 3 0| —-—1-2 3 O0f|=120 0O
0 0 3 -2 -1 5 2 1 =2
Racunamo inverznulmatm'cu matrice 31 — A.
0 5 0
(3]—A)‘1: 2 -3 1
1 -1 0
Dobivamo rjesenje
4 -1 210 3 0 0 3 -1
X=BBI-A)1'=|0 5 1|2 =3 1| =|11 -16 5
3 3 1|1 -1 0 7 -3
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Zadatak 2.50. Dane su matrice A = [1 31] 1 B = {250 _510] . Rijesite
jednadzbu 2X A — X = B.

Rjesenge.
2XA - X =1B.
X(2A-1)=1B
X =B2A-1)"!

1=y 5= 1= &)

Izraéunamo inveqz ma2tm'ce 2A — 31
(2A -3t = [; %L}

15 15
Dobivamo rjesenje

5 —10] [L 2 1 8
X:B@A—DA:{ }[5 5}:[3 31
20 5 | |5 % 5 g

Zadatak 2.51. Dane su matrice A = E 2] 1 B = [_32 iﬂ . Rigesite jed-
nadzbu AX + B =2B — 1.

Rjesenje.
AX+B=2B-1.
AX=2B-1-B
AX=B-1
X=AYB-1I

Racunamo matrice A=Y B — 1.

o [-2 3
A —[1 -1

-3 1
so1=|3 )

Dobivamo rjesenje

N vl [
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Zadatak 2.52. Rijesite jednadsbu AX ' = B ako su dane matrice
1 —1f . 0 2
A= {3 1} iB= {1 1].
Rjesenge.
AX'=B\X
A=BX <= BX =A
X=DB1A
-1 _ _% 1
i
Dobivamo rjesenje

-1 1] -1
— 2 —
el
Zadatak 2.53. Rijesite jednadzbu X '+ (AX)™' = B, ako su dane matrice
1 1] . 0 1
A= [2 1} 1B= {—1 1]'
Rjesenge.
Iz ove jednadzbe moramo izraziti X.
X 1+(AX) =8B
Xty X1At=DB
XY I+A1Y)=8B
X /) X'(I1+A1YH)=B8B
(I+AYH)=XB

(I+AHB'1=X
Dakle, za izracunati X trebamo izraéunati (I + A~*) ¢ B~

Lo [-1 1
A —[2 ~1

I+A7 = [O 1]

N[ =00 |

I oo
NI
1

20

I
N

Dobivamo rjesenje

v [y )< 2
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Zadatak 2.54. [zrazite X :
a) AX - B=(X"'C)!
b) X 'B-C=(DX)™!
c) AX+3X=C+BX
d) X '+2B=(AX)™!

Rjesenje.

a) AX — B=(X"1C)"!
AX-C'X =B
(A—CHX =B
X=(A-CcH'B

b) X~'B—C = (DX)!
X B-X'D'=C
X/ XY B-DY=cC
(B—DY)=CX
X =CYB-D1

¢) AX +3X =C + BX
AX 43X -BX =C
(A+31 - B)X =C
X =(A+3I—B)"IC

d) X~'+2B = (AX)"!
X~142B=X"14"1
X1 X141 = _2B
X/ XY (I-A1')=-2B
(I-A7)=X(-2B) \(-2B)"!
—2B)

X = (I — A (=2B)".
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2.5 Sustavi linearnih jednadzbi

2.5.1 Razlicite metode rjesavanja sustava jednadzbi

U ovom poglavlju upoznat ¢emo se s matri¢nim pristupom rjeSavanja sus-
tava jednadzbi. No, prvo, prisjetimo se metoda rjesavanja sustava linearnih
jednadzbi koje smo upoznali kroz osnovnu i srednju skolu, a to su metoda
supstitucije, metoda suprotnih koeficijenata i graficka metoda.

Primjer 2.7. Rijesimo sustav jednadZzbi

rT+oy =7
20—y = 3

Metode rjesavanja:

1) Metoda susptitucije

Iz jedne jednadzbe izrazimo nepoznanicu (x ili y) ¢ uvrstimo u drugu
jednadzbu i dobivamo jednu jednadzbu sa jednom nepoznanicom.

r+d5y = T=—2x=T7T-5y
20—y = 3

2(7-5y)—y = 3
14—10y—y = 3
~lly = -11

r = 7T—5y=7—5=2

Dobili smo rjesenge (x,y) = (2,1).

2) Metoda suprotnih koeficijenata

Mnozenjem i zbrajanjem jednadzbi nastojimo eliminirati jednu nepoz-
nanicu.

r+5y =T
20—y = 3
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Ako prvu jednadzbu pomnozimo s —2 i dodamo drugoj, iz druge jed-

nadzbe ¢emo eliminirati
20 —y — 2z — 10y
—11y
Y

T+ 5

T

3—14
—11
1

2.

Ako smo se pak odlucili eliminirati y, to mozemo najednostavnije u¢initi
tako da drugu jednadzbu pomnozimo s 5 i dodamo prvoj.

x4+ by + 10x — dHy
11z

T

245y

Zadatak 2.55. Rijesite sustave jednadzbi
a) 3z +4y =2
rT—3y=>5
(Rj.: (2,y) = (2,-1))
b) 2r —y=7
3r =842y
(Rj.: (x,y) = (6,5))
c) x=y+7
x=3y+5
(Rj.: (2,y) = (8,1)).
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3. Graficka metoda

Svaka jednadzba predstavlja pravac, a rjeSenje sustava jednadzbi je sje-
ciste tih pravaca.

Primjer 2.8. Rijesimo sustav linearnih jednadzbi
r+2y=4
r—2y=20
Svaka od ove dvije jednadzbe predstavlja jednadzbu pravca. TraZimo tocku
gdje se ta dva pravca sijeku (podudaraju), tj. traZimo rjesenje sustava.
Nacrtamo pravce

z |04 z |0
y12]0 =2y =0 0T

=05x+2 1
y=05x

Y= —%x—i—Q

Sjeciste pravaca je totka S(2,1) koja predstavija i rjesenje sustava jed-
nadzbi, pa dobivamo x = 2,y = 1.

Primjer 2.9. Ryesimo sustav
r+y =
3xr+2y =

Rjesenge.
Nacrtamo pravce koji predstavijaju jednadzbe.To su pravci y = 2 — x 14
3 5

Sjeciste pravaca je u tocki S(1,1). Tako smo dobili x =1,y = 1.
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2.5.2 Cramerov sustav

Neka je zadan sustav od n jednadzbi i n nepoznanica:

a1121 + a19x9 + ... + 1Ty = bl
A91X1 + A22%3 + ... + Aopxy, = by

Ap1X1 + AnaXs + ... + Gy = by,.

Sustav jednadzbi mozemo zapisati u matri¢cnom obliku AX = b, pri cemu

je
aij; a1 ... Qip T bl
a91 Q29 ... AQAgp i) bg
A — . . . . b X - . b b —
Anl Qp2 .. Qpn Ty by,

Ako je determinanta matrice sustava razlicita od 0, tj. vrijedi

a1 A12 ... Qip
Q21 Q22 ... Q2

D=} .| #0
Ap1 Ap2 ... QOpp

tada sustav ima jedinstveno rjesenje i zovemo ga Cramerov sustav.
Cramerov sustav ima jedinstveno rjesenje, n-torku (z1, zs, ..., ,), i dano
je sa:

Dl D2 Dn
n=p T T
odnosno
D, .
€T, = B,Z = 1,2,...,71.

gdje je D; determinanta koju dobivamo iz determinante matrice sustava
D tako da ¢ — ti stupac zamijenimo stupcem slobodnih koeficijenata (b).
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Primjer 2.10. Rijesimo sljedeci sustav Cramerovom metodom

3r1 +7xe —2x3 = 10

21’1 —XT9 = 3
T1 +X2 +x3 = 5.
Rjesenge.
ZapiSemo matricu sustava AX = b.
3 7 =2 1 10
A=12 -1 0|, X=|x|,b=|3
1 1 1 x3 5

Prvo moramo izracunati determinantu matrice sustava kako bismo prov-
jerili je li sustav Cramerov.

3 7 =2
det A=det |2 —1 0 | = —23 = sustav moZemo rjesavati Cramerovom
1 1 1
metodom.
Ir = %
10 7 =2
D=3 -1 0|=-47T= 2 ="3=1
5 1 1
Tog = %
3 10 -2
Dy=12 3 0|=-25=ux="2 =2
1 5 1
T3 = %
3 7 10
Dy=12 -1 3| =-43=ua3==3=73
1 1 5
Zadatak 2.56. Rijesite sustav jednadzbi
r -y —z = 2
v +y —3z = 2
y —z = -1
Rjesenge.
1 -1 -1
Racunamo determinantu sustava D = det |3 1 —3| = —4. Sustav je
0 1 -1
Cramerov.
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.731—3
2 -1 -1
D=2 1 =3=-4 =  z==5=1L
-1 1 -1
372:%
12 -1
Dy=13 2 =3|=4 = 1= =-1
0 -1 -1
ZL‘3—%
1 -1 2
Dy=13 1 2|=0 =  a3=2%=0.
0 1 -1

Rjesenge: (1,9, x3) = (1,—1,0).

Zadatak 2.57. Provjerite je li sljedeci sustav Cramerov.

r +2y +3z = 4
Y +z = 0.
r +3y 44z = 1
Rjesenje.
Da bismo odredili je li sustav Cramerov racunamo determinantu matrice

3

=N
W = N

1
4

1 2 3
Dobivamo da je |0 1 1| = 0. Sustav nije Cramerov i ne moZemo ga

1 3 4
rijesiti Cramerovom metodom.

Zadatak 2.58. Pokazite da je sljedeci sustav Cramerov i nadite mu rjeSenje:

21 —b5r9 4dx3 3x4 = 4

3xr1 —4xe Tx3 bSxy = 11

4r; —9x9 8r3 bdxry = 8
—31'1 2.172 —5I3 3[L’4 = 3.

Rjesenge.
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2 -5 4 3
3 —4 7 5 .
D = det 4 —9 8 5|~ 4. Sustav je Cramerov.

-3 2 -5 3
Dalje, Cramerovom metodom dobijemo da je : (x1, %2, x3,z4) = (1,1,1,1).

Zadatak 2.59. PokaZite da je sljedeci sustav Cramerov i nadite mu rjesenje

2[)31 —XT2 +8I3 +3l’4 = 0
T —4l’2 +7ZL‘3 +21’4 = —4
I —XT9 +x3 +T4 = 0
31’1 +2l’2 —2.1'3 +3I’4 = 5.
Rjesenje.
2 -1 8 3
1 -4 7 2
D =det A= L2101 117 20
3 2 -2 3
T = %
0 -1 8 3
4 -4 T 2 10
|5 2 —2 3
To = % ) )
2 0 8 3
1 -4 7 2 2
3 5 -2 3
T3 = %
2 -1 0 3]
1 —4 —4 2 .
Dgzdet 1 -1 0 1 :0:173—%:0
3 2 5 3
Ty = %
2 -1 8 0
1 -4 7 —4 w0
3 2 -2 5
Rjesenje sustava je (v1.x2,%3,24) = (2,1,0,—1).



Zadatak 2.60. Pokazite da su sljedeci sustavi Cramerovi, te im nadite rjeSenje

3 3 1| [= 8

a) 2 3 4 Ty | = 14 (R] X = 0, Ty — 2, T3 — 2)
0 8 1| [z3 18
%x +z = %

b) = +§y =1 (Rj.:z=1,y=0,2=1)
r  +y +%z = %
20—y +z = 0

c) =z +2y +3z = -—15 (Rj.:x=—-4,y=-T,2=1).
dr +dy +62 = —45

2.5.3 Gauss-Jordanove eliminacije

Opéenito, sustav linearnih jednadzbi je nerjesiv (nema rjesenje) ili rjesiv.
Ukoliko je sustav rjesiv tada on ili ima jedinstveno rjesenje (odreden sustav)
ili ima beskona¢no mnogo rjesenja (neodreden sustav). Cramerov sustav je
rjesiv buduéi da ima jedinstveno rjeSenje. Postavlja se pitanje: kako pronaci
rjeSenja sustava koji nisu Cramerovi? Jedna od poznatijih metoda je Gauss-
Jordanova metoda eliminacija. Gauss-Jordanova metoda je direktna metoda
rjeSsavanja sustava linearnih jednadzbi.

Neka nam je zadan sustav od n jednadzbi i n nepoznanica:

a1171 + a19%2 + ... + a1, = by
9121 + Q92T + ... + QopXy = by

A1 X1 + Aoy + ... + GpnTn = by,.

Sustav jednadzbi mozemo zapisati u matricnom obliku AX = b, pri ¢emu

je
ay; a2 ... Qi T by
A Q21 Q22 ... Q2 X = X2 b= by
ap1 QAp2 ... Qnpp Tn bn
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Prvi korak u trazenju rjesenja je zapisati prosirenu matricu sustava koju
dobivamo tako da matrici sustava A dodamo stupac b.

a1 a2 ... QAip bl

21 Q22 ... Q9 bg
[Af] = | .

Anl Qp2 -.. Qpp by

Cilj je na mjestu matrice A jednostavnim operacijama po retcima dobiti
jedini¢énu matricu. Jednostavne operacije po retcima su:

e mnozenje retka brojem

zamjena redaka

dodavanje jednog retka drugome

jednom retku dodamo drugi redak pomnozen s nekim brojem.

Primjer 2.11. Rijesimo sustav jednadzbi Gauss-Jordanovom metodom elim-
macja.

r =2y = -3

v +y = 6.

Kada bismo ga zapisali matricno (AX =b) dobivamo:

SR AR ]

Zapi§emo prodirenu matricu sustava koju dobivamo tako da matrici sus-
tava A dodamo stupac b.
Prosirena matrica sustava

1 -2 | -3
41 | 6|

Clilj je na mjestu matrice A jednostavnim operacijama po retcima dobiti
jedinicnu matricu.

-2 : =3
4 1 : 6

Promatramo prosirenu matricu sustava [
(2,1) i (1,2) zelimo dobiti 0, a na mjestima (1,1) i (2,2) broj 1.

] . Na mjestima
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Krenimo s ponistavanjem cetvorke na mjestu (2,1). To mozemo ostvariti
tako da prvi redak pomnoZimo sa —4 1 dodamo drugom retku

1 -2 —3 1 o= 3
401 g | I-EHFIT |y o ¢ o3

Dalje, na mjestu (2,2) Zelimo dobiti 1 i na mjestu (1,2) zelimo dobiti 0.
Primijetimo da ako drugi redak podijelimo sa 9, na mjestu (1,2) éemo dobiti
1. Zatim ¢emo drugi redak pomnoZiti s 2 i dodati ga prvom retku kako bismo
na mjestu (1,2) dobili nulu.

1 0 :1
01 : 2

1 -2 : =3 . lr =2 : =3 1247~
0 9 18| 19 Jp 1 : 9

Kako sada procitati rjesenje? U prvom stupcu malaze se koeficijenti uz
varijablu x, u drugom stupcu koeficijenti vezani uz varijablu y, a u zadnjem
stupcu su slobodni ¢lanovi. Pa ¢itamo v =1, y = 2.

Zadatak 2.61. Gauss-Jordanovim eliminacijama rijesite sustav

v +y = 13
—r 4y = 1.

Rjesenje. Zapisemo prosirenu matricu sustava i rjesavamo sustav metodom
Gauss-Jordanovih eliminacija

3 1 : 13
-1 1 : 1

Zamijenimo retke te prvi pomnoZimo sa (—1) kako bismo na mjestu (1, 1)

dobili 1.
1 -1 ¢ 1 1 -1 ¢ 1
3 01 13 D)L g 4 i oqg] 1134

1 -1 : -1
0 1 : 4

Sada moZemo procitati rjesenje v = 3,y = 4.

10 :3
01 : 4

I+11 w[
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Zadatak 2.62. Gauss-Jordanovim eliminacijama rijesite sustav

r -y +z = 5
2 —4z = —14
3w -z = 4

Rjesenje.
Sustav rjesavamo Gauss-Jordanovom metodom. Prvo zapisemo prosirenu
matricu sustava i zatim matricu A svodimo na 3 X 3 jedini¢nu matricu.

1 -1 1 : 5 1 -1 1 °: 5
0 2 —4 ' —14 ~ 10 2 —4  —14| I1:2 ~
3 0 -1 : 4 II11—-3-1 0 3 —4 : —11
1 -1 1 ' 5 411 10 -1 —2
0o 1 -2 : =7 ~l0 1 =2 : =7
0 3 —4 : —n| =31 00 2 : 10| [II:2
1 0 —1 : =2 0 : 3
. I+111 .
O 1 =2 =7 jry9.707 3
00 1 : 5 001 :5
MoZzemo procitati rjeSenje: v =3,y = 3,z = 5.
Zadatak 2.63. Rijesite sustav jednadzbi
r -y +4z = 6
2 +3y —z = 3
Sy +4z = 4.
Rjesenge.
1 -1 4 : 6 1 -1 4 6 I+ 115
203 1 03| o Cyypq ~|0 5 91 -9
0 5 4 4 0 5 4 A | IT-(=1)+III
11 : 21 11 : 21
ro % = £ ro & @ % I+(—%)-U[
~105 -9 1 -9 ~l0 5 —9 @ —9| II+9-1I1
13 ¢ 13| I11:13 |00 1 : 1
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0 2 100 : 2
of~10 10 :0
1 1 001 :1

Zadatak 2.64. Gauss-Jordanovom metodom eliminacija rijesite sustav

3r +5y —4z = 12
2v +3y +z = 4
r -2y +5z = -—6.
Rjesenge.
3 5 —4 12
2 3 1 4 | zamijenimo pruvi i treci redak ~
1 -2 5 —6
2
1 -2 5 : —6 1 -2 5  —¢| I+7
~12 3 1 4 II—92.7 0o 7 -9 16

w
(@)
|
S
—
[\
~
~
~
|
w
~
(@)
—_
—
|
—_
Ne

30| 111411

1 o 134 = _218 1 0 & @ _10

7 7 7 s T I—1—77[I[
07 =9 : 16 ~1l0 7 =9 16| I+91I] ~
: . 34 :
00 =% : 3| III+(-%) 00 1 i -1
1 0 1 1 00 : 1
~ 0 0 T orr.7 ~10 10 co1
-1 001 : —1
Citamo rjesenje: x =1,y =1,z = —1.
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Zadatak 2.65. Gauss-Jordanovom metodom rijesite sustav

r +y 43z = 5
2 2y +9z = 25
r -y 49z = 3.
Rjesenge.
1 1 3 : 5 1 1 3 : 5
2 2 9 : 25 II—o.7 ~10 0 3 : 15
1 -1 9 : 3 I —1 0 -2 6 @ —2

Kako u drugom retku vec imamo dvije nule koje Zelimo dobiti u trecem,
drugi i trect redak zamijenimo.

1 1 3 : 5 11 3 5| 1—-17II

0—263—211:(_2)““01—331

0 0 3 : 15| III:3 00 1 5
10 6 : 4| [_6III 1 00 : —26

~lo 1 =3 1| II+3IIT ~|p 1 0 : 16
00 1 5 001°: 5

Citamo rjeSenje: v = —26,y = 16,z = 5.

Zadatak 2.66. Rijesite sustav linearnih jednadzbi

r +y +z = 0
6z -3y —z = 0
2. +2y +3z = 0.
Rjesenge.
1 1 1 :0 1 1 1 :0 I—1I

6 -3 -1 : 0 II—e¢; ~ |0 -9 -7 oo II+TIT ~
2 2 3 0| IIIT-21I 0 0 1 :0

1 1 0:0 I—1II 1 1 0 :0
~ 0 =9 0 fof HIHTHE ~ 10 =9 0 1 0] fr. (g
00 1:0 00 1:0
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1 0 : 1 00
~ 10 0 :0 ~10 1 0
0 1 0 01

= R -

Citamo rjesenje: x =0,y =0,z = 0.

Zadatak 2.67. Rijesite sustave linearnih jednadzbi

3r 48y —2z = 39

a) 12z -y —bz = 27 (Rj.:x=3,y=4,2=1)
r —3y +3z = 4
or 4y —z = 7
b) =z -3y -5z = =5 (Rj.:x=5,y=—10,z =8)
20 —6y —4z = 38
or +y = 15 . -
c) r -3y — 3 (Rj.:x=3,y=0).

Sljedec¢im primjerom pokazat ¢emo slucaj nepostojanja jedinstvenog rjesenja
pri rjesavanju sustava jednadzbi Gauss-Jordanovom metodom eliminacije.
Takve sustave nismo mogli rjesavati Cramerovom metodom jer za njih vri-
jedi da im je determinanta sustava jednaka 0.

Primjer 2.12. Rjesavamo sustav jednadzbi

r 4y +2z = 3
2v 2y +4z
r -y +3z = 2

l
—
S

1 1 2: 5 1 1 2: 5
2 2 4 i 10| ;7 o7 ~|0 0 0 0
1 -1 3 i 2| HI-1 |0 -2 1 i -3

U drugom retku smo dobili jednadzbu 0z + Oy + 0z = 0. Ta nam jednadzba
ne nudi nikakve dodatne informacije jer je umnoZak bilo kojeg broja s nulom
jednak nuli. Stoga taj redak eliminiramo, ali sada vise ne moZemo dobiti
jedinicnu matricu. Sada jednostavnim operacijama po retcima u prvom retku
zelimo dobiti 0 na mjestu (1,2) i 0 na mjestu (3,1).
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11 2 5 o 2N112:5[_U
0 —2 1 i —g I:(=2 Jo 1 -1

10 3
01 —3

Za jednu varijablu uzimamo da je proizvolyna ili ‘promjenjiva’. Odaber-
emo z =t € R.
Dalje iz jednadzbi dobivamo:

NIV

NIWw N[

+5 7$ 7 5
T+ -—2=—-=>r=———2
2 2 2 2
3: 3+1
—_ =2 = — = — —Z
Y 2 7YT 9T
Rjesenge je

7 5t

r=—-—=

2 2

—3—1—125

Y=379

z=t, teR

Zadatak 2.68. Rijesite sustav jednadzbi

v +2y -3z = -1
6 —y = 4
r 43y -3z = —d.

Rjesenge.
Zamijenimo pruvi 1 zadnji stupac u prosirenoj matrici sustava.

1 3 -3 : =5 1 3 -3 : -5
6 -1 0 : 4 II—e; |0 —19 18 : 34
7T 02 =3 —1| III-71 0 —19 18 : 34| III-1II
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1 3 -3 : -5
0—1918334”[

1 -3 -5
0 —19 18 : 34| 1

0 O 0 : 0
[1 3 -3 —5] [-3I1 [1 0 -3
01 -3 : -3 01 —3
Uzmemo z =t € R 1 ¢itamo rjedenja.
1.3,
19 19
B 34+18
Y710 19
z=1t,teR

Zadatak 2.69. Rijesite sustav jednadzbi

r -y +z = 1
2v 2y +2z = 4 .
or +4y -2z = -3
Rjesenge.
1 -1 1 : 1 1 -1 1
2 -2 2 4 II—o7f ~ {0 0 O
5 4 -2 : =3| III-5I 0o 9 -7

: (—19)

e
19
_34

19

1
2
-8

Primjetimo da uw drugom retku pise Ox + Oy + 0z = 2, tj. 0 = 2 pa ovaj

sustav nema rjesanja.

Gauss-Jordanovu metodu eliminacija moguce je primijeniti i u slucaje-
vima kada sustav nije kvadratan - broj jednadzbi je razli¢it od broja nepoz-
nanica. No tada postoji mogucnost da se postupak nete moci provesti do
kraja (u smislu dobivanja jedini¢ne matrica na mjestu matrice sustava).

Primjer 2.13. Rijesimo sustav jednadzbi

20 +y = 11
r -y = 4 .
r 2y = T

Rjesenge.
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Zapisemo proirenu matricu sustava i rjeSavamo sustav metodom Gauss-
Jordanovih eliminacija

2 1 11

1 -1 4

1 2 7|

(1 1 ¢ 4] 1 —1 ¢4

2 1 :nf I-(=2)+I1 ~1o 3 13| [1:3 ~
- S| 1D+ o 3 : g| HI:3
(1 -1 ¢4 T+ 1] 10 :5

0 1 :1 ~1o 1 ¢ 1

o 1 : 1| M1 00 :0

Iz prve jednadzbe (prvog retka) dobivamo x =5, iz drugog retka y = 1,
dok u trecem retku imamo 0 = 0, 3to vrijedi za sve x 1y te je stoga zadnji
redak progirene matrice sustava suvisan i mozemo ga izostaviti.

Primjer 2.14. Rijesimo sustav linearnih jednadzbi

2r +y = 11
r -y = 4
r +2y = 9

Zadatak 2.70. Rjesenje.

Zapisemo proirenu matricu sustava i rjeSavamo sustav metodom Gauss-
Jordanouvih eliminacija

2 1 11
1 -1 4
1 2 9
1 -1 : 4 1 -1 : 4
9 1 11| I-(=2)+1I ~|o 3 : 3| II:3 ~
1 9 9 I-(=1)+1III 0 5 IIT:3
1 -1 4 1411 10 )
0 1 1 ~ 10 1 1
1171 -1
5 2
0 1 3 0 2
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U trecem retku imamo 0 = %, 3to ne vrijedi ni za koje x 1y te sustav

nema rjesenja.

wno

Zadatak 2.71. Rijesite sustav jednadzbi

2042y —2 = 4

r+4z = 1
3r—y+2z = 2
dor +4y —2z = 8

Rjesenje: x =1,y =1,2=0.

Zadatak 2.72. Rijesite sustav jednadzbi

3r+y—3z = 0

r—z = 0
20 +2y —4z = =2
2 +y—32z = —1

Rjesenje:x =1,y =0,2 = 1.

2.5.4 Primjene matri¢nog racuna

Budu¢i da matrice zamisljamo kao tablice, a tablicama se ¢esto prikazuju
razli¢iti ekonomski podaci, matri¢ni racun jedan je od osnovnih elemenata
matematike u ekonomiji. Slijede prakti¢ni primjeri problema pri rjesavanju
kojih se koristi matri¢ni racun.

Zadatak 2.73. Ako je vektor [Zl} vektor proizvodnje poduzeta (gdje je q;
2

7
4} vektor

prodajnih cijena po jedinici proizvoda. Izracunagte i interpretirajte produkte:

a) q"c b)) q'p ) (p-o).
(Rjesenje: a) ukupni troskovi, b) ukupan prihod c) dobit .)

koli¢ina i-tog proizvoda), ¢ = B} , vektor jedinicnih troskova v p =
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Zadatak 2.74. U tablici je dan broj prodanih proizvoda P; Py, Ps u 4
hrvatska grada. Ukoliko su cijene proizvoda Py P, Ps: 100,120,140 kuna
redom, odredimo ukupan prihod za svaki grad.

Pl P2 P3
Pula 50 | 25| 19
Varazdin | 35 | 40 | 41
Osijek 30| 21| 32
Dubrovnik | 25 | 30 | 32

Uvodimo matrice: A = ,p= 1120
30 21 32 140
25 30 32

Element a;j predstavlja broj prodanih proizvoda P; w gradu i (1 = Pula,
= Varazdin, 3 = Osijek, 4 = Dubrovnik). FElement p; predstavlja cijenu
proizvoda P;.

Rac¢unamo
50 25 19] - o 10 660
Ao (35 40 41| |00t (14040
P= 130 21 32 Lol (10000
25 30 32 10 580

Dobivamo da ukupan prihod u gradu Puli iznosi 10660 kn, u Varazdinu
14040 kn, u Osijeku 10000 kn i u Dubrovniku 10580 kn.

Zadatak 2.75. Investitor ulaZe u tri financijska instrumenta: nekretnine,
obveznice 1 dionice na tri trzista. Ocekivani prinost dani su u matrici

1.25 0.95 1.10
A= 1089 098 1.15{,
1.06 1.25 0.82

gdje element a;; predstavlja vrijednost jedne kune nakon godinu dana uloZene

u instrument i (1=nekretnine, 2=obveznice, 3=dionice) na trzistu ( j =
100

1,2,3). Matrica p = |200| predstavlja portfelj investitora gdje element p;
150

oznacava vrijednost uloga u instrument i v kunama. Izracunajmo ocekivane

prinose na tri trzista.
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Racunamo :

1.25 0.95 1.10

p'A=[100 200 150] [0.89 0.98 1.15| = [462.0 478.5 463.0]

1.06 1.25 0.82

Dobivamo: Na trzistu 1 ocekivani prinos iznosi 462 kn, Na trzistu 2 oceki-
vant prinos iznosi 478.5 kn, tena trzistu 3, 463 kn.

U praksi je ¢esto potrebno problem zadan rije¢ima formulirati sustavom
jednadzbi ili opéenito, matematickim izrazom. Pri formuliranju problema kao
sustava jednadzbi i trazenja rjeSenja problema je korisno je pratiti sljedece
upute:

1.

Pocnite rjesavati problem pazljivim c¢itanjem i odredite nepoznanice
koje treba odrediti. Varijablama prikazite veli¢ine koje je potrebno
odrediti.

. Ponovno procitajte problem i koristite varijable kako biste dane infor-

macije formulirali matematickim izrazima. Ponekad je korisno koristiti
se grafickim prikazima.

. Koristite matematicke izraze kako biste zapisali problem pomocu jed-

nadzbe ili sustava jednadzbi.

. Rijesite sustav jednadzbi ili jednadzbu.

. Provjerite rjesenje.

Zadatak 2.76. Twvornica proizvodi tri vrste proizvoda: Py,Ps i P3. Proizvodi
se proizvode u 3 pogona I, 11 ¢ III. U tablici su dani kapaciteti pogona
(u satima), te vrijeme obrade pojedinog proizvoda po pogonu. Izracunajte
koje kolicine proizvoda Py,Ps odnosno Ps proizvesti kako bismo u potpunosti
iskoristilt kapacitete pogona.

P1 P2 P3 kapacitet
1 2|11 600
17 312 |1 900
177 0 | 1 |2 300

Uvdimo oznake:
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x1 = koli¢ina proizvedenih proizvoda P,
Zo = koli¢ina proizvedenih proizvoda Ps
x3 = koli¢ina proizvedenih proizvoda P3
Problem proizvodnje mozemo prikazati kao sustav linearnih jednadzbi:

2331 + T +x3 = 600
3[)31 + 2%2 + r3 = 900
To 4+ 2x3 = 300

2 11
Element a;; matrice sustava A = |3 2 1| prikazuje vrijeme obrade u
01 2
i-tom pogonu jedne jedinice proizvoda P;.
600
Matrica b = [900| daje kapacitete pogona (b; nam daje kapacitet i-tog
300
pogona).
T1
Sustav mozemo prikazati matricno Ax = b, gdje je x = |x2| . Rjesenje
xs

sustava je tada x = A~'b. Takoder, do rjesenja mozemo doé¢i metodom Gauss
Jordanovih eliminacija ili Cramerovom metodom. Dobivamo rjesenje: x; =
200, zo = 100, x3 = 100.

Zadatak 2.77. Poduzete proizvodi tri proizvoda Py, Py, P3 i P, od 4 vrste
materijala My, My, M3 © My. Utro3ak materijala po jedinici pojedinog proizvoda
i raspoloZive kolicine materijala dane su wu tablici. QOdredite koje kolicine
proizvoda proizvesti kako bi se u potpunosti iskoristile raspoloZive kolicine
materijala.

P1 P2 P3 P4 koli¢ine
My| 1111 |0 20
My| 2120 |1 60
Mg | 2|1 ]2 |2 100
Myl O 1] 1] 4 80

(Rjesenje: x1 = 150, x5 = 50, 23 = 50,24 = 50.)
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Zadatak 2.78. Osoba ima na raspolaganju 50000 kn koje ulaZe u imovinu A
s prinosom 10% godisnje, imovinu B s prinosom 6% godisnje i imovinu C' s
prinosom 7% godisnje. Strategija osobe je u imovinu A uloZiti dvostruko vige
nego 1movinu B. Odredite koliko osoba mora uloZiti u pojedinu imovinu ako
zeli ostvariti prinos od tocno 3900 kn.

(Rjesenje: x1 = 16000, xo = 8000, x3 = 26000.)

Zadatak 2.79. Poduzece proizvodi tri vrste proizvoda Py, Ps i P3 na tri stroja
51,8 1 S3. Svaki od proizvoda obraduje se na svakom od strojeva. U tablici je
dano vrigeme obrade pojedinog proizvoda na svakom od strojeva i kapaciteti
strojevima (u satima). Izracunagte koje kolicine proizvoda Py,Py odnosno P
proizvesti kako bi proizvodni kapaciteti bili u potpunosti iskoristens.

Stroj\ Proizvod | Py | Py | Ps | kapacitet
St 31 2183 540
S 1| 4|1 520
S 2 21 700

Rjesenge.

3v+2y+32z = 540
r+4y+z = 520
2v+2y+ 2z = 400

Rjesevanjem sustava linearnih dobivamo rjesenje x = 84,y = 102, z = 28.

Zadatak 2.80. Poduzece Klok proizvodi dvije vrste proizvoda: visokokvalitetne
(VK, j = 1) i niskokvalitetne (NK, j = 2) satove koje prodaje na dva proda-
gna mjesta Py 1 Py. Vrigednosti prodaje za sijecanj i veljacu dane su v matri-
cama A (prodaja za sijecanj) i B (prodaja za veljacu) pri éemu se na mjestu
(1,7) nalazi koli¢ina j—tog proizvoda prodana na prodajnom mjestu P;.

4o Pl l18000 35000} g Pl {20000 40000}

P2 {25000 27000 P2 30000 25000

a) Kolika je ukupna prodaja poduzeta KABEL u ta dva mjeseca po pojedi-
nom mjestu prodagje i po pojedinom tipu proizvoda?

(Rjesenje: A+ B)

b) Koliko je povetanje prodaje u veljaci u odnosu na sijecanj po pojedinom
myjestu i po pojedinoj vrsti proizvoda?

(Rjesenje: B — A, element na mjestu (2,2) je negativan $to znaci da je
doslo do smanjenja prodaje)
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¢) Ukoliko je provizija na prodaju 5%, izratunajte proviziju za svako pro-
dagno mgesto po pojedinom tipu proizvoda za sijecan;.

(Rjesenge: 0.05A.)

Zadatak 2.81. Poduzece Varadub treba odabrati dobavljaca sirovina koje ko-
ristt u dva pogona koji su smjesteni u VaraZdinu i Dubrovniku. U svakom
pogonu koristi se tri vrste sirovina: celik, drvo i plastiku s tjednim potrebama
(u standardnim jedinicama). Razmatraju se ponude dvaju dobavljaca: Kon-
tinental d.o.o. 1 Adriasupply koji dobavljaju iste sirovine, ali s drugacijim
cijenama po jedinict sirovine. Tjedne potrebe pogona i cijene dobavljaca dane
su u tablicama:

Potraznja | Celik | Drvo | Plastika
Varazdin | 20 30 8
Dubrovnik | 22 25 15

Cijene Celik | Drvo | Plastika
Kontnental d.o.o. | 300 | 100 | 145
Adriasupply 290 | 90 180
1) Upotrijebite matricni racun kako biste odredili kojeg dobavljaca odabrati
za pogon u Varazdinu, kojeg za pogon u Dubrovniku te kojeg za oba pogona?
2) Ukoliko dobavljaci povise cijene za 10% odredite novu matricu ci-

jena.

Rjesenge. 1) Za pogon u Varazdinu bolje je odabrati dobavljaca Adriasup-
ply. Za pogon u Dubrovniku bolje je odabrati dobavljaca Kontinental d.o.o.
Ukoliko je potrebno odabrati samo jednog dobaljaca. Optimalno je odabrati
dobavljaca Adriasupply.

300 100 145

2) Nova matrica cijena C = 1.1- 290 90 180 |

Zadatak 2.82. Poduzece JaKa oglasava svoj novi proizvod u tri medija: TV
(i =1), radio (i =2) i dnevni tisak (i = 3). TroSak po oglasu (u tisu¢ama
kuna) dan je u matrici C. Poduzete je podijelilo ciljanu populaciju u tri
skupine: Zene u dobi od 18- 30 godina (j = 1), Zene u dobi od 30 do 50
godina (j = 2) i Zene starije od 50 godina (j = 3). U matrici T dan je broj
oglasa u svakome od medija koji je usmjeren na pojedinu skupinu pri cemu
je Tij oznacava trosak po i-toj vrsti oglasa u j-toj populaciji.

20 50 30 5
C=19|,T= (40 60 30
3 45 60 40

a) Odredite matricu koja opisuje ukupne troskove oglasavanja za svaku
ciljanu populaciju

72



b) Koliko iznosi trodak oglasavanja putem oglasa u tisku u svim skupinama
(Zene od 18 i vise godina) zajedno?

(Rjesenje. a) CTT = }igg b) 9% (40 4+ 60 + 30) = 1170).
1560
Zadatak 2.83. Poduzete XX proizvodi tri vrste proizvoda. Dan je vektor
dnevne proizvodnje nekog poduzeta q = ;8 (q;1 =kolicina i-tog proizvoda)
koja se ostvaruje na jednom stroju ¢iji jgodnevm kapacitet 15 sati. Ako je
u matrici ¢ = 8? dano c;; vrijeme (u satima) potrebno za proizvodnju
0.05

jedne jedinice proizvoda i, odredite:

1) Razinu iskoristenosti dnevnog kapaciteta stroja. Jesu li kapaciteti
stroja u potpunosti iskoristeni?

2) Odredite razinu proizvodnje q tako da kapaciteti stroja budu u pot-
punosti iskoristent, uz uvjet da razina proizvodnje prva dva proizvoda bude
q11 = 10 @ ga1 = 20.

Zadatak 2.84. Poduzece proizvodi cetiri vrste proizvoda od 5 vrsta materi-
jala. Utrosak materijala (kg) po jednoj jedinici proizvoda dan je u tablici

Materijal\ Proizvod | Py | Py | P3| Py | RaspoloZive koli¢ine materijala
M, 00| 1] 2 30
M, 110)| 01| 4 42
M; 0| 1] 1| 0 14
M, 1111 2] 6 86
M;s 0| 38| 11| 0 22

Odredite koje kolicine proizvoda Py, P, Ps i Py proizvesti kako bi svi
materiyjali bili u potpunosti iskoristens.
(Rjesenge: (2,4,10,10). )

Zadatak 2.85. Dana je matrica proizvodnje poduzeca q i prodajnih cijena p,

100 12
200| 10
1= 120 "P 7 |15
60 20
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a) Izracunajte i interpretirajte vrijednost p*q.

b) Za danu matricu e = [1 11 1} 1zracunagte i interpretirajte vrijed-
nost eq.

(Rjesenje: a) p'q = 6200 ukupan prihod poduzeta, b) eq = 480 ukupna
razina proizvodnje.)

Zadatak 2.86. Poduzece prodaje tri vrste proizvoda u dva grada. U matrici
8 2
A= |0 10| dan je broj prodanih proizvoda u dva hrvatska grada (c;; broj
6 5
prodanih proizvoda i u Makarskoj; ¢z broj prodanih proizvoda i v Omisu).
1020
Cijene proizvoda dane su u matrici ¢ = | 1405, pri cemu je ¢;;1 cijena i-tog
1500
proizvoda v kunama. Izratunajte cT' A i interpretirajte elemente na mjestu
(1,1).
(Rjesenje. cT'A = [17 160 23 590] . Interpretacija: Prihod u Makarskoj
iznosi 17160 kn.)

Zadatak 2.87. Organizator koncerata prodaje dvije vrste karata za koncerte
VIP i REGULAR. Cijena jedne VIP karte je 210 kn, dok je cijena REGU-
LAR Ekarte 140 kn. Ukupno je dostupno 16000 karata za koncerte u njegovoj
organizaciji, koliko karata treba prodati kako bi ostvario prihod od 2660000
kn?

(Rjesenje: 1000 REGULAR karata, 600 VIP karata.)

2.6 Zadaci za vjezbu - gradivo matrica

Ispit 2.1. Rujesite zadatke

1 -2
1. Akoje A=12 1|,B= { 0 _1} , C = {5 4 _1} , izracunajte
-1 0 2 3 1
4 2
A-B+CT.
2 1 -1 0
2. Izratunajte determinantu matrice A = _01 ;l _03 (1)
0o 1 3 -1

3. Zadane su matrice A i B. Rijesite matri¢nu jednadzbu AX —3B = 2X.

74



-1 -3 0
= 7]
4. Poduzece proizvodi tri proizvoda P, Py i P3 od 3 vrste materijala
M;,M; i M3 .Utrosak materijala po jedinici pojedinog proizvoda i raspolozive
koli¢ine materijala dane su u tablici. Odredite koje koli¢ine proizvoda

proizvesti kako bi se u potpunosti iskoristile raspolozive koli¢ine mater-
ijala.

P; | Py | P3| koli¢ine
M| 1] 3|1 50
My | O | 1 |2 10
My| 1[0 |4 20

5. Poduzete XXX proizvodi tri proizvoda. Ako je u matrici ¢ dana tjedna
razina proizvodnje poduzeta (gdje je ¢;1 koli¢ina i-tog proizvoda), u
matrici ¢ dani su jedini¢ni troskovi proizvodnje, a u matrici p prodajne

10 1 8
cijene po jedinici proizvoda. Ako je ¢q = |15|,c= [2|,p= |6 |,
9 7 10

izrac¢unajte i interpretirajte umnoske:

a) ¢"c b)) ¢"p  ¢)q"(c—p)

d) Ukoliko su se prodajne cijene povetale za 50% odredite prihod po-
duzeca.

Rjesenje:
1 =2 2 -1
1. A-B= |2 1 {_01 01] = -1 =2
4 2 -2 —4
2 -1 5 2 7 1
-1 =2+ 14 3|=|3 1
-2 —4 -1 1 -3 -3
2 -1 0
2. detA=4x(-1)*-1 -3 1|=4
0 3 -1
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3. Izrazimo nepoznanicu X :
AX —-3B=2X = AX -2X=3B=(A-2[)X =3B
= X=(A-2I)"'3B

S ey O P

0 3110 —6
_ 1 _
=% [ A - (7
4. Oznac¢imo x; = koli¢ina proizvedenih proizvoda P

2o = koli¢ina proizvedenih proizvoda P,
x3 = koli¢ina proizvedenih proizvoda P3
Problem proizvodnje mozemo prikazati kao sustav jednadzbi:

Ty + 3332 +x3 = 50
10
T + 432'3 = 20

To + 213

Do rjesenja dolazimo Cramerovom ili Gauss-Joranovom metodom elimi-
nacija.
RjeSenje je 1 = 20,29 = 10,23 = 0.

1
5. ¢Tc= [10 15 9] 2| = 103 = ukupni troskovi proizvodnje
7

8
b) ¢'p :[10 15 9] [6 = 260 = ukupan prihod
10

c) ¢ (c—p) =q'c—q¢''p =260 — 103 = 157 = dobit

8 12.0
d) Nove cijene p' = p+0.5p=15p =156 | = | 9.0
10 15.0
12.0
Prihod poduzeta je tada [10 15 9] | 9.0 | = 390.
15.0
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Ispit 2.2. Rijesite zadatke

1. Izra¢unajte determinantu matrice A - B + C, ako su zadane su matrice

7 4 14—
A=2 1 ,B:[_Ol ; ﬂ,cz 2 4 —4
0 1 1 -3 -5

2. Zadane su matrice A i B. Rijesite matri¢nu jednadzbu XA —2B = 3X.

-1 1

A_Ll 3},3_[2 3]

3. Poduzece X treba odabrati dobavljaca sirovina koje koristi u dva pog-
ona koji su smjesteni u dva hrvatska grada: Osijek i Pula. U svakom
pogonu koristi se tri vrste sirovina: zeljezo, guma i drvo. U tablici 1
je dana tjedna potreba za sirovinama pojedinog pogona. Razmatraju
se ponude dvaju dobavljaca: Doba d.d. i Vlja¢ d.o.o. U tablici 2
dani su podaci o cijenama jedne standardne jedinice sirovine svakog o
dobavljaca.

1. Tjedne potrebe | Zeljezo | Guma, | Drvo

Osijek 10 20 |40
Pula 15 30 30
2. Cijene | Zeljezo | Guma | Drvo
Doba 12 4 2
Vijac 10 5 3
Za svaki pogon posebno odredite kojeg je dobaljaca odabrati za nabavu

sirovina.

4. Rijesite sustav jednadzbi

4r14+2x9— 23 = 5
T1+ a9 — 223 = —4
To—2x3 = —06

201+ 19+ 23 = T.
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Ispit 2.3. Rijesite zadatke

1. Izra¢unajte determinantu matrice A - B + C, ako su zadane su matrice
6 -3 0 2 1 1 -4 -1
A=|1 1 ,B:[_l ; 2’},0: 2 4 —4
-1 0 -1 2 =5

2. Zadane su matrice A i B. Rijesite matri¢nu jednadzbu XA —2B = 3X.

3 2
A= {_1 4] ,B=1[2 2].
3. Poduzece X treba odabrati dobavljaca sirovina koje koristi u dva pog-
ona koji su smjesteni u dva hrvatska grada: Osijek i Pula. U svakom
pogonu koristi se tri vrste sirovina: zeljezo, guma i drvo. U tablici 1
je dana tjedna potreba za sirovinama pojedinog pogona. Razmatraju
se ponude dvaju dobavljaca: Doba d.d. i Vlja¢ d.o.o. U tablici 2
dani su podaci o cijenama jedne standardne jedinice sirovine svakog o

dobavljaca.
1. Tjedne potrebe | Zeljezo | Guma | Drvo 2. Cijene | Zeljezo | Guma | Drvo
Osijek 20 20 30 Doba 6 4 3
Pula 20 30 10 Vijac 5 6 2

Za svaki pogon posebno odredite kojeg je dobaljaca odabrati za nabavu

sirovina.

4. Poduzece proizvodi tri proizvoda Py, Ps i P35 koje obraduje na tri stroja
S1,52 i S3 . Vrijeme potrebno za proizvodnju jedne jedinice pojedinog
proizvoda na pojedinom stroju i raspolozivost strojeva (u satima u
radnom tjednu) dane su u tablici. Odredite koje koli¢ine proizvoda
proizvesti (u jednom tjednu) kako bi strojevi bili u potpunosti isko-
risteni.

P, | P> | P3| Raspolozivost
Sil 3121 80
Sl 011 30
Ss| 11015 60
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Ispit 2.4. Rijesite zadatke

1. Izra¢unajte determinantu matrice A - B — C, ako su zadane su matrice

4 -1 5 —12 1
A= |2 1 B:[_ll _52 ﬂ,cz -1 2 =2
1 0 -1 2 0

2. Zadane su matrice A i B. RijeSite matri¢nu jednadzbu AX + B = X.

A= {_51 _42] ,B=1[-3 2].

3. Poduzece prodaje tri vrste proizvoda u dva grada. U matrici A dan je
broj prodanih proizvoda u dva grada (u prvom stupcu nalazi se broj
prodanih proizvoda u Puli, a u drugom stupcu nalaizi se broj prodanih
proizvoda u Rijeci). Cijene proizvoda dane su u matrici c.

Izracunajte ¢’ A i interpretirajte element na mjestu (1,2)
4 3 2
A=15 6| ,c= |1
77 3

Za svaki pogon odredite kojeg dobalja¢a odabrati za nabavu sirovina.

4. Poduzece proizvodi tri proizvoda P;, Py i P35 od 3 vrste materijala
M;,M; i M3 . Utrosak materijala po jedinici pojedinog proizvoda i
raspolozive koli¢ine materijala dane su u tablici. Odredite koje koli¢ine
proizvoda proizvesti kako bi se u potpunosti iskoristile raspolozive koli¢ine
materijala.

P1 P2 P3 koli¢ine
My | 2111 35
My| 0| 1|2 40
Ms| 110 |1 20
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Ispit 2.5. Rijesite zadatke

—1

0
1. Akoje A = |0 —2|,B = 20 , C = b1 , izracunajte
L 11 1 3 1
A-B+CT.
21 -1 -1
2. Izrac jte det i t trice A = L 0
. Izracunajte determinantu matrice A = | o
11 -2 1

3. Zadane su matrice A i B. Rijesite matricnu jednadzbu XA — B = 2X.

2 1

A= [3 _1] ,B=[-1 6].

4. Poduzece proizvodi tri proizvoda P;, Py i P35 od 3 vrste materijala
M;,M; i M3 . Utrosak materijala po jedinici pojedinog proizvoda i
raspolozive koli¢ine materijala dane su u tablici. Odredite koje koli¢ine
proizvoda proizvesti kako bi se u potpunosti iskoristile raspolozive koli¢ine
materijala.

P, | Py | P53 | koli¢ine
My| 2110 30
My| O 1 ]3 55
M;| 1|11 45

5. Poduzete XXX proizvodi tri proizvoda. Ako je u matrici ¢ dana tjedna
proizvodnja poduzeca (gdje je ¢;; kolic¢ina i-tog proizvoda), u matrici
¢ dani su jedini¢ni troskovi proizvodnje i u matrici p prodajne cijena

7 3 11 1
po jedinici proizvoda. Akojeq= |8 |,c= |1|,p= |12|,e= |1
10 2 15 1

izracunajte i interpretirajte umnoske:

a) ¢e b)) ¢'p )¢ (p—o

d) Ukoliko su se prodajne cijene povecale za 50% odredite dobit poduzeca.
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Poglavlje 3
Funkcije

3.1 Pojam i osnovna svojstva funkcije

Neka su X i Y neprazni skupovi i f pravilo koje svakom elementu = € X
pridruzuje to¢no jedan element y € Y. Uredenu trojku (XY, f) nazivamo
funkcijom i oznacujemo f.X — Y. Skup X nazivamo domenom funkcije f,
a skup Y kodomenom. Za svaki z € X njemu pridruzeni y € Y pravilom f
¢emo oznacavati f(x) i kazati da je y slika argumenta (varijable) z. Simbol x
koji oznacava proizvoljan element iz skupa X nazivamo i nezavisna varijabla
(ili original), a y = f(x) zavisna varijabla (njegova slika).

Skup Im(f) = {f(z) : x € X} CY zovemo slika funkcije f.

Funkcija f : X — Y cesto se sugestivno prikazuje na sljede¢i nacin:
skupovi X i Y prikazu se Vennovim dijagramima €iji su elementi (tocke)
medusobno povezani strelicama na nac¢in da je od svakog elementa domene
(skupa X) usmjerena strelica prema elementu kodomene (skupa Y) koji je
pridruzen tom elementu.

Funkcija

Funkcija f : X — Y za koju je f(z) = yoza svaki x € X nazivamo
konstantom.

Funkcija f : X — Xza koju je f(zr) = x za svaki + € X nazivamo
identitetom i oznacavamo f = 1x.
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Slika 3.1: Primjeri preslikavanja koja nisu funkcije

3.1.1 Surjekcija, injekcija i bijekcija

Ako je zadana funkcija f : R — R (realna funkcija realne varijable) zadana
analitickim izrazom. Podrazumijeva se da je njena domena ili podrucje
definicije funkcije onaj podskup skupa R za koji analiticki izraz ima smisla,
tj. to je skup svih z € R za koje f(x) realan broj.

Ako je slika funkcije f cijeli skup Y (to jest vrijedi y = Im(f)) kaze se da
je f surjekcija. Dakle, f je surjekcija ako i samo ako za svaki y € Y postoji
xr € X takav da je y = f(z).

Ako je svaki y € Y slika najvise jednog x € X, odnosno razli¢iti elementi
skupa X preslikavaju se u razlicite elemente skupa Y, kazemo da je funkcija
f injekcija. Ako je funkcija f i injekcija i surjekcija, kazemo da je ona
bijekcija.

Primjer bijekcije

Primjer 3.1. Neka su dane funkcije:

f:40,1} = {F, T} takva da je f(0) = F i f(1) ="T.

g:{0,1} = {F,T} takva da je g(0) = F i g(1) = F.

h:{0,1} — {F,T,Z} takva da je h(0) = F i h(1) =T.

Primigetimo: funkcija f je bijekcija, funkcija g nije ni surjekcija ni in-
jekcija, a funkcija h je injekcija.

Zadatak 3.1. Dani su skupovi X = {c,z,s} 1 Y = {¢ 2.5} i funkcija [ :
X =Y takva da je f(c) =¢, f(s) =51 f(z) = 3.
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Odredite je li ova funkcija: bijekcija/surjekcija/injekcija. Definirajte funkeiju
g: X —Y koja je bijekcija.

Rjesenje. Funkcija [ nije ni injekcija ni surjekcija. Primgjer bijekcije
g(c) = ¢, g(s) =8 ig(z) = 2.

Za funkcije oblika f : X — Y, X C R;Y C R kazemo da su realne
funkcije (jer je skup funkcijskih vrijednosti podskup skupa realnih brojeva)
realne varijable (jer je domena funkcije podskup skupa realnih brojeva). Re-
alne funkcije se najceste zadaju analitickim izrazom y = f(x), to jest prav-
ilom kojim svakom elementu domene prodruzujemo neku realnu vrijednost
kodomene.

Primjer 3.2. Primjeri zadavanja funkcija

e Odnos cijena (p) i potrainje (q) neke robe dan je tablicom

pl4 |8 [12
q | 200 [ 120 | 20

e Odnos cijene i ponude dan je izrazom q(p) = 2p* + 10

e Dana je funkcija troskova u ovisnosti o proizvodngi C(q) = 5q + 100

Zadatak 3.2. Poduzete prodaje proizvod po cijent 127 kn po komadu. QOdred-
ite funkciju f(x) koja ¢e opisivati prihode poduzeta za dani broj prodanih
proizvoda x.

(Rjesenje f(x) =127x.)

Zadatak 3.3. Pretpostavimo da poduzete ostvaruje prihode R(z) = 225x za
x prodanih proizvoda. Nadalje, ukupni troskovi poduzeta za proizvodnju x
proizvoda dani su sa C'(x) = 22x + 11000.

a) Odredite funkciju dobiti poduzeta D(x)(dobit =prihod - trosak)

b) Odredite razinu prihoda poduzeta za 1000 prodanih prizvoda.

Rjesenje a) D(z) = R(x) — C(x) = 203z — 11000 b) D(1000) = 192000.
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3.1.2 Jednakost funkcija i nul-tocke funkcije

Kazemo da je funkcija f jednaka funkciji g i piSemo f = g ako i samo ako
vrijedi:

1. fig imaju iste domene
2. f i g imaju iste kodomene
3. zasvaki x € X je f(x) = g(z).

Cesto se nailazi na slucaj kada su dvije funkcije jednake na dijelu svojih
domena. Tada govorimo o restrikciji funkcije.

Nadalje, kada trazimo tocke z € X (elemente domene funkcije) za koje
vrijedi f(z) = g(z), govorimo o rjesavanju jednadzbe.

Kada rjesavamo jednadzbu f(z) = 0 kazemo da trazimo nul-tocke funkcije.
Dakle, nul-tocka funkcije je tocke z € X za koju je f(x) = 0.

Primjer 3.3. Dana je funkcija f(x) = 3x — 1. Odredimo f(2) i f(—2).
Umjesto x uvrstavamo 2, odnosno —2.
f(2)=3-2—-1=5
f(=2)=3-(=2)-1=-7

Zadatak 3.4. Ako je f(x) = x®+5x—6 odredite f(0), (1), f(—=1), f(5), f(
Rjesenge.
FO)=02+5-0—6=—6.
f)=1245-1—-6=0
f(=1)=(=1)2+5(-1) — 6 = —10.
f2)=22+5.2-6=8.
P =(F a5 d-—6= %
Primgetimo kako je f(1) = 0. Kazemo da je 1 nul -tocka funkcije f.

wl=
N—

Zadatak 3.5. Neka je f(x) = 2% — 4. Odredite:

b) Nadite nul-tocku funkcije f.
c) Odredite f(1) + f(—1).
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Rjesenje.

a) f(VD) = (V2P —4=2—4= -2

f(5) =(=5)* —4 =21

f2V3)=(2v3)?2—4=12-4=38

fG) =i-4=7

b) x je nul-tocka funkcije f ako je f(z) = 0. Racunamo:

22 —4=0
22 =4
T = £2.

Funkcija f ima dvije nul-tocke: x; = —21 x5 = 2.

c) Izracunajmo prvo f(1)1i f(—1).
f)=1-4=-3
f-1)=1-4=-3
F() + f(=1) = =3+ (=3) = —6.

Zadatak 3.6. Neka je f(x) = 2% + 2x. Odredite:

a) f(a), f(b), f(a) + f(b), f(a+D).
b) Nadite nul-totku funkcige.

c) Nadite tocku u kojoj je funkcija jednaka 1.

Rjesenje.
a) f(a) =a*+ 2a.
f(b) = b* + 20.
fa)+ f(b) = a* + 2a + b* + 2b.
fla+0b)=(a+b)*+2(a+0b)=a*+ 2ab+b*+ 2a + 2b.
Trebamo primijetiti da f(a) + f(b) ne mora biti jednako f(a -+ b)!
b) Rjesavamo jednadzbu f(z) =0, tj. 2 + 2z = 0.

z(r+2) =01dobivamo z =01z = —2.

Funkcija f ima dvije nul-tocke z; = 01 x5 = —2.
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c) Rjesavamo jednadzbu f(x) = 1.

22 42z = 1.
$2+2$—1:0:>$1’2:%m
= T = 727\/51]32: 72+ﬁ.

2 2

Zadatak 3.7. Zadane su funkcije f(x) = 23 + 1 i g(x) = x + 1.Odredite
tocku za koju funkcije poprimaju iste vrijednosti.

RjeSenje.

Rjesavamo jednadzbu 22 +1 =z + 1.
¥ =ux
22 —x=0

(22 —1)=0=z(z—1)(z+1)=0
= I = 0,1’2 = ]_,[Eg =—1.
Funkcije poprimaju iste vrijednosti u tri tocke: —1,0, 1.

Zadatak 3.8. Neka je f(z) = ax?® +bx + ¢ i neka je f(1) = —4 , f(0) = —2
i f(2) = 8. Odredite koeficijente a, b, c.

Rjesenje.

f1)y=-4 =a+btc=—4

f(0)=-2 =c=-2

f2)=8 =da+2btc=8.

Uvrstimo ¢ = —2 w prvu i trecu jednadzbu.
a+b=-2 =a=—-b—2

4a + 2b = 10.

Sada uvrstimo a = —b — 2 u drugu jednadZbu.

AM—b—2)+2=10=>b=-9=a=9-2=T.
Dobivamo f(x) = Tz* — 9z — 2.

Zadatak 3.9. Nadite nul-tocke funkcije f(x) = 9x — 7.
Rjesenje-
7

Rjesavamo jednadzbu f(x) =0 =92 —7=0= = g.
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Zadatak 3.10. Nadite nul-tocke funkcije f(x) = In(z? + 2z + 2).
Rjesenje

Ponovimo, Inx =04z = 1.

Stogo se rjesavanje jednadzbe In(x* + 2x + 2) = 0 svodi na rjedavanje
jednadzbe 12 + 2z + 2 = 1.

a:2—|—2$+1:():>x1,2:%m:—1.

Nul- totka funkcije f(z) = In(x?® + 2z + 2) je tocka —1.

Zadatak 3.11. Odredite nul tocke funkcije f(z) = x* — 922
Rjesenje.
rt — 9% = 2%(2? - 9).
Rjesavamo :
?=0=12=0
?-9=0=2>=9 = 1 = 43.
Dobili smo tri nul-tocke 0, 3, —3.

Zadatak 3.12. Odredite nul tocke funkcije f(z) = 23 + 32% — x — 3.
Rjesenje.
Rjesavamo jednadzbu 23 + 32*> —x — 3 = 0.
Prvo rjesenge trazimo medu djelitelyima slobodnog ¢lana —3.
To su: 1,—1,3, —3.
Provjerimo prou tocku 1: 13 +3-12 -1 -3 = 0.
Nasli smo prvo rjesenje.
Dalje dijelimo polinom x® + 32% — x — 3 polinomom x — 1.
(2 +322—2—-3)+(x —1)=2*+42+ 3
—a3 + 2
47> —x — 3
—42° + 42
3r — 3
=3z +3
0
Ostale nul tocke su nul-tocke polinoma x? + 4x + 3.
Rjesavamo 2 +4x+3=0
1 = —4:|:\/216—12 _ _4212 g = —3 Ty = —1.
Dobili smo tri nul-tocke 1, —1 7 —3.
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Zadatak 3.13. Jedna nul-tocka polinoma p(x) = x* + 223 — 232 4+ 22 — 24
je 1. Nadite ostale nul-tocke.

Rjesenge.

Vrigedi: ako je a + bi nul-tocka nekog polinoma, tada je © a — bi nul-tocka
1stog polinoma.

U ovom zadatku znamo da je © —i nul-tocka polinoma.

Jedan faktor polinoma p je (v —i)(z +1i) = 22 + 1

Podijelimo polinom p sa x% + 1.

(2% 4 223 — 2322 + 20 — 24) + (2® + 1) = 2* + 22 — 24

—zt — 22

23 — 2422 + 20 — 24
—273 — 2z
—2422 —24
2472 + 24

0

Ostale nul-tocke trazimo medu nul-tockama polinoma x? + 2x — 24.
22 4+22—-24=0

_ —24+/4496 _ —244100 _ —2410
T1,2 = 2 = 2 - T2
T, = —6 To = 4.

Zadatak 3.14. Funkcijom p(x) = 322 — Tz — 88 opisan je prihod jednog
poduzeta u ovisnosti o broju prodanih proizvoda x.

a) Koliki je prihod ako se proda 300 proizvoda?

b) Odredite razinu proizvodnje uz koju je prihod poduzeta jednak 0.
Rjesenje.

a) Da bismo izracunali prihod uz prodanih 300 proizvoda potrebno je
izracunati p(300) = 3 - 300% — 7 - 300 — 88 = 267 812.

b) Potrebno je naéi nul-totke funkcije p(x). RjeSavamo jednadzbu p(x) =
0.

302 —Tx — 88 = 0 = x; = —4.373, 25 = 6.7069. Primijetimo kako
rjesenje x1 = —4.373 nema ekonomskog smisla te ga odbacujemo. Naravno,
diskutabilna je i ekonomska smislenost rjesenja xo = 6.7069, buduct da se
ne radi o prirodnom broju.

Zadatak 3.15. Funkcijom p(t) = 100z — 500 opisana je dobit jednog po-
duzeta u ovisnosti o prodagi (x). Odredite kolika je dobit poduzeta ako se
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proda 20 proizvoda te dobit ako ne proda niti jedan proizvod. Odredite koliko
minimalno poduzete mora proizvoditi kako bi osiguralo pozitivnu dobit.

Rjesenje.

p(20) = 100 - 20 — 500... : 1500

Ako proda 20 proizvoda dobit poduzeta je 1500 kn.

p(0) =100 - 0 — 500 = —500

Ako ne proda niti jedan proizvod dobit je negativna i iznosi —500 kn.

Za osigurati pozitivnu dobit treba vrijediti .p(z) > 0, pa ratunamo:

100z — 500 > 0 = = > 5.

Dakle, da osigura pozitivnu dobit minimalno mora proizvoditi 5 proizvoda.

Zadatak 3.16. Dane su funkcije f(x) = 122% + 142 — 7 i g(x) = 4x — 8.
Odredite funkciju h(z) = f(x) — g(x).
Rjesenge.
h(z) = f(z)—g(z) = 1202 + 140 — 7 — (4o —8) = 1222 + 142 — 7 — 4o +8
= 1222 + 10z + 1.

Zadatak 3.17. Funkcija potrainje nekog proizvoda u ovisnosti o cijeni tog
proizvoda dana je s Q(p) = —3p + 178. Izrazite funkciju ukupnog prihoda u
ovisnosti o cijent.

Rjesenje.

Ukupni prihod je jednak umnosku cijene i kolicine pa je funkcija ukupnog
prihoda jednaka R(p) = pq = p(—3p + 178) = —3p* + 178p.

Zadatak 3.18. Prihod nekog poduzeta prikazan je u ovisnosti o prodaji po-
mocu funkcije p(x) = x* + 5x, a rashod funkcijom r(x) = %x?

Odredite funkciju dobiti i kolika je dobit uz prodanih 500 proizvoda.

Rjesenge.

Dobit poduzeca je jednaka ukupnim prihodima kojima oduzmemo ukupne
rashode, tj p(x) — r(z).

Funkcija dobiti (oznacimo je sa f) je u nasem primjeru jednaka f(x) =
p(z) — r(z) = 2> + 5z — $2? = 122 + 5u.

f£(500) = % - 5002 4+ 5 - 500 = 127 500.

Za prodanih 500 proizvoda poduzece ¢e imati 127 500.kuna profita.
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Zadatak 3.19. U nekoj turtki proizvodi se jedan proizvod X . Fiksni troskovi
proizvodnge iznose 14000 kn mjesecno, a varijabilni 120 kn po komadu proizvoda.
Izracunagte koliko se komada tog proizvoda mora proizvesti mjesecno da bi
prihodi turtke bili jednaki troskovima ako se proizvod prodaje po cijeni od 180
kn po komadu.

Rjesenge.

Buduéi su fiksni troskovi 14000 kn, a varijabilni 120 kn po komadu, jed-
nadzbu ukupnih troskovi mozemo zapisati s T'(q) = 110g 4+ 14000.

Prihodi turtke jednaki su umnosku prodanih proizvoda q i prodajne cijene
odnosno R(q) = 180q.

Prihodi su jednaki troskovima ako je R(q) = T(q) odnosno

180g = 110q + 14000

180g — 110q = 14000

70q = 14000

q = 200

Da bt prihodi bili jednaki troskovima, potrebno je proizvoditi 200 komada
proizvoda X mjesecno.

Zadatak 3.20. U nekoj tvrtki proizvodi se jedan proizvod X . Fiksni troskovi
proizvodnge iznose 5680kn mjesecno, a varyabilni 60.50 kn po komadu proizvoda.
Izracunagjte koliko se komada tog proizvoda mora proizvesti mjesecno da bi
prihodi turtke bili jednaki troskovima ako se proizvod prodaje po cijeni od 96
kn po komadu.

(Rjesenje. q = 160.)

Zadatak 3.21. Trgovac je odlucio formirati cijenu proizvoda "Superstaf”
na sljedeci nacin: prvo izracuna cijenu po kojoj on otkupljuje proizvod od
dobavljata, a to je otkupna cijena od x kuna, zatim cijenu poveta za 50%
(marza) i zbog samo njemu poznatih razloga, na kraju formiranja cijene,
cijenu jos poveca za 5 kn. Formirajte funkciju koja ¢e za zadanu otkupnu
cijenu vracati novoformiranu trgovéevu cijenu.

(Rjesenje. f(x)=1.05x +5.)

Zadatak 3.22. Gospodin Jakov je odlucio orociti x kn u jednu banku uz
godisnju kamatnu stopu 4% i godisnji obracun kamata.

a) Odredite funkciju koja ¢e opisivati stanje na racunu nakon godine dana
uz orocenih x kn.
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b) Odredite stanje na ra¢unu nakon godine dana uz orotenih 200 kn.

c) Odredite funkciju koja te opisivati ukupne ostvarene kamate uz orocenih
x kn.

d) Odredite ukupne ostvarene kamate uz orocenih 200 kn.

(Rjesenge. a) f(x) = x + 0.04z, b) f(200) = 208 kn, ¢) g(z) = 0.04z, d)
g(200) = 8 kn.)

Zadatak 3.23. Zadana je funkcija ukupnih troskova u ovisnosti o kolicini
proizvodnje s T(q) = ¢ — 45¢® + 137. Izrazite funkciju prosjeenih troskova u
ovisnosti o proizvodnji.

Rjesenje. Prosjecan trosak proizvodnje dobivamo tako da ukupan trosak

proizvodnje T(q) podijelimo sa razinom proizvodnje q. AT(q) = %q) = q* —

45q + =F.

Zadatak 3.24. Zadana je funkcija potrainje nekog proizvoda u ovisnosti o
cijeni p s Q(p) = —p? + 5p + 6. Odredite

a) koliko ¢e iznositi potraznja ako je p = 3

b) koliko ¢e iznositi cijena ako je potrainja jednaka q = 3.25

Rjesenje. a) Q(3) =12, b) —p? + 5p + 6 = 3.25 odakle uz uvjet p > 0
slijedi da je p = 5.5.

Zadatak 3.25. Zadana je funkcija potrainje nekog proizvoda Q(p) u ovis-
nosti o cijeni p Q(p) = —p? + 2p + 8.

a) Za koje vrijednosti cijena ova funkcija ima ekonomskog smisla?
b) Koliko ¢e iznositi potraznja ako je p = 3
c) Koliko ¢e iznositi cijena ako je potraznja jednaka q =57
Rjesenje. a) jednadiba —p* + 2p+ 8 = 0 daje rjesenja py = —2 i py = 4,

a zbog okrenutosti parabole prema dolje i uvjeta p > 0 dobivamo da funkcija
ima ekonomskog smisla za p € [0,4], b) Q(3) =5, ¢) p=3.
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Zadatak 3.26. Zadana je funkcije potraZnje u ovisnosti o cijeni Q(p) =
—p? + p+20. Odredite

a) za koje cijene funkcija potrainje ima ekonomskog smisla,

b) koliko iznosi potraznja ako je cijena p = 4,

c) koliko ¢e iznositi cijena ako je potrainja jednaka q = 187
Rjesenge. a) p € [0,5],b) Q(4) =8.¢c) p=2.

Zadatak 3.27. Funkcija ponude nekog proizvoda dana je s s(p) = ap + b,
gdje su a 1 b realni brojevi. Odredite parametre funkcije ponude ako je poznato
da je s(1) = 147 i s(10) = 165.

Rjesenje.

s(1) =a+0b=147

s(10) = 10a + b = 165

Dobiveni sustav mozemo rijesiti nekom od metoda za rjesavanje sustava
jednadzbi pri cemu se dobiva rjeSenje a = 2 1 b = 145.

Zadatak 3.28. Funkcija potrainje nekog proizvoda dana je s d(p) = ap + b,
gdje su a 1 b realni brojevi. Odredite parametre funkcije ponude ako je poznato
da je d(10) = 145 7 d(100) = 100.

Rjesenje.

d(10) = 10a + b = 145

d(100) = 100a + b = 100

Dobiveni sustav mozemo rijesiti nekom od metoda od metoda za rjesavanje
sustava jednadzbi pri cemu se dobiva rjesenje a = —% 1 b= 150.

Zadatak 3.29. Funkcija potrainje nekog proizvoda dana je s s(p) = ap? +
bp + ¢, gdje su a,b i c realni brojevi. Odredite parametre funkcije ponude ako
je poznato da je s(2) = 16, s(4) = 18 i s(8) = 10.

Rjesenje.

5(2) =4a+2b+c=16

s(4) =16a +4b+c =18

5(8) =64a+ 8 +c=10

Dobiveni sustav moZemo rijesiti nekom od metoda metoda za rjesavanje
sustava jednadzbi pri cemu se dobiva rjeSenje a = —2, b =12 i c = 14.

Zadatak 3.30. Funkcija potrainje nekog proizvoda dana je s d(p) = ap? +
bp + ¢, gdje su a,b i ¢ realni brojevi. Odredite parametre funkcije potraznje
ako je poznato da je d(1) = 10, d(2) = 10 7 d(4) = 4.

Rjesenge.
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dl)=a+b+c=10

d(2) =4a+2b+c=10

d(4) =16a+4b+c=4

Dobivamo rjesenje a = —1, b=3 i c = 8.

3.1.3 Globalna svojstva realnih funkcija

Reti temo da je funkcija f : X — R, X C R, rastuc¢a na skupu I C X ako
za svaki x1, o € I vrijedi

r1 <29 = f(21) < f(22).

Primjer rastuce funkcije
Kazemo da je funkcija f(x) padajuca na skupu I ako za svaki 1,29 € T
vrijedi
11 <z = f(21) > f(22).

2+

Primjer padajuce funkcije
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Kazemo da je funkcija padajuca ako je padajuca na cijeloj domeni. Kazemo
da je funkcija rastuca ako je rastuca na cijeloj domeni. Ako umjesto znaka ne-
jednakosti u definiciji rastuce odnosno padajuce funkcije stavimo znak stroge
nejednakosti tada govorimo o strogo rastucoj ili strogo padajucoj funkciji.
Ako je funkcija rastuca ili padaju¢a na nekom intervalu I jo$ kazemo da je
funkcija monotona na intervalu I.

Pod pojmom ekstema podrazumijeva se minimum ili maksimum neke
funkcije.

Funkcija y = f(z) ima lokalni minimum u toc¢ki zo postoji interval
< a,b > koji sadrzi tu tocku (z¢ € < a,b >) tako da vrijedi :

f(zo) < f(x), za svaki x €< a,b > .

Funkcija y = f(z) ima lokalni maksimum u tocki o postoji interval
< a,b > koji sadrzi tu tocku xg € < a,b >) tako da vrijedi :

f(zo) > f(x), za svaki x €< a,b > .

Napomenimo da se ovdije radi o pojmu lokalnog ekstrema, tj. vrijednost
funkcije u toj tocki je veta (u slucaju lokalnog maksimuma) ili manja (u
slucaju lakalnog minimuma) od vrijednosti funkcije u svim okolnim tockama,
ali to ne mora vrijediti za cijelo podrucje definicije funkcije. Ako to vrijedi
za cijelo podrucje definicije funkcije, tada govorimo o globalnom ekstremu.

Primjer 3.4. Zadan je graf funkcije f : R — R.

Na intervalu < a,b > funkcija f ima dva lokalna ekstrema, i to lokalni
manimum u tocki x1 1 lokalni maksimum u tocki xo.

Reti ¢rmo da je funkcija f : X — R, X C R, omedena odozgo ako
postoji realan broj M takav da je f(z) < M za svaki z € X.

Re¢i ¢rmo da je funkcija f : X — R, X C R, omedena odozdo ako
postoji realan broj M takav da je f(x) > M za svaki z € X.

Reti ¢emo da je funkcija omedena ako je oedena odozgo i odozdo. U
suprotnom, ako funkcija nije omedena, kazemo da je neomedena.
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Primjer 3.5. Graf omedene funkcije mozemo omediti izmedu dva pravca
paralelna s osi x, y =m iy = M.

:“\ 1 IN4

FS 5

Primjer omedene funkcije

Ako za svaki x € X vrijedi f(—z) = f(z) onda funkciju f zovemo
parnom funkcijom. U Kartezijevom koordinatnom sustavu graf parne
funkcije je simetri¢an s obzirom na os ordinata (y-o0s).

Ukoliko za svaki x € X vrijedi f(—x) = —f(x) funkciju f zovemo
neparnom funkcijom. A graf neparne funkcije u Kartezijevom koordi-
natnom sustavu simetrican je s obzirom na ishodiste koordinatnog sustava.

Primjer 3.6. Funkcija f(x) = 22?2 je parna, a funkcija f(x) = 2® je neparna.

neparna funkcija

Za funkciju f : X — R kazemo da je periodi¢na ako postoji realan broj
T # 0 takav da za svaki x € X vrijedi:

r € X=>zr+TeXiz—-TeX
fle+T) = flz)
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Najmanji takav pozitivan broj ako postoji, zove se temeljnim (osnovnim)
periodom funkcije.

X L

Periodi¢na funkcija

3.2 Kompozicija funkcija

Primjer 3.7. Neka je f(z) = 22 + 4, odredite f(x — 1) i f(z + 1).
Rjesenge.
fla=1)=2x—-1>2+4=2(2*-2x+1)+4=22> — 4z +6.
fle+1)=2(x+1)*+4=2(2"+20v+ 1) +4 =222+ 42 + 6.

Neka su X,Y i Z neprazni sukpovi te nekasu f: X - Yig:Y — 7
funkcije. Definiramo kompoziciju funkcija f i ¢ u oznaci h = f o g,
h: X — Z,

h(z) = (fog)(x) = flg(x))

odnosno kompoziciju funkcija g i f, u oznaci gof, sa

(g0 f)(x) = g(f(x)).

Y g
X f ‘
@1/39
h

Kompozicija funkcija

Napomena: Komponiranje funkcija nije komutativno, tj. opcenito ne

vrijedi: fog# go f.
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Primjer 3.8. Pretpostavimo da je cijena linearna funkcija vremena p(t) =
—0.3+ 1.7t te neka je zadana funkcija potrainje u ovisnosti o cijeni proizvoda
Q(p) = —0.22p* + 5p — 7.Izrazimo koli¢inu potrainje u ovisnosti o vremenu.
Matematicki, trazimo kompoziciju funkcija Q) i p.

Imamo: Q(p) = —0.22p*> +5p — 7 = Q(t) = —0.22(-0.3 + 1.7t)? +
5(—0.3 + 1.7t) — 7 = —0.6358t* + 8.7442t — 8.5198.

Zadatak 3.31. Zadane su funkcije f(x) =4z +5 i g(v) = 2o — 7. Odredite
kompozicije fo g i go f. Zatim izracunagte (f o g)(2) i (go f)(2).

(fog)(x)=f(g(z))=f(2x—T7)=4(2x—T7)+5=8r—28+5 = 8x —23
(go f)(z) =g(f(x)) =9g(4x+5)=2(4x+5)—T7T=8x+10—7=8x+3
(fog)(2)=8-2-23=16—23 = 7

(9o f)(2) =8-2+3=16+3 = 10.

Zadatak 3.32. Zadane su funkcije f(x) = 30— 3 i g(x) = o+ 2. Odredite
kompozicije fog i go f.

Rjesenge.
(feg)(z) = f(g(x)) :f(%wr%) = §(§x+§)—§ = %x+§—% = %x—%.
(goN@)=g(fz)) =gla-Dy=Llp Dy 21, 1,2 1,1

Zadatak 3.33. Zadane su funkcije f(z) = 2> +2x —5 i g(z) = z + 1.
Odredite kompozicije fog i go f.

Rjesenge.
(fog)(x) = flg(x) = fla+1) = (@ +1)* +2(x+1) - 5=
=22+ 20+1+20+2—5=2%+42 - 2.
(go f)(x) =g(f(x) =g(z® +22 —5) =a? + 22 — 5+ 1 =22+ 2z — 4.

Zadatak 3.34. Zadane su funkcije f(z) = 31 i g(z) = —x 4+ 9. Odredite
kompozicije fo g i go f.
Rjesenje.
- 4 —3z —3x
(f o 9)(z) = F(gl(e)) = f(— +9) = AoEtEs _ gwsares _ sova
(900)(2) = gl(F(a)) = g(38) =~y — Spiation _ eopemoor

3—x 3—x 3—x
—12x+423
3—x

97



Zadatak 3.35. Za zadane funkcije f(x) i g(x). Odredite kompozicije fog i
gof
a) f=-22+5,9g=2—3
(Rj.: (fog)(x) =—a®+62—4, (g0 f)(x) = —2”+2)
b) f=a3 g=2a°
(Rj.: (fog)(x) =2, (g0 f)(z) =2")
c) f=2>+8x+16, g(x)=—z+1
(Rj.: (fog)(x)=a*—10x +25, (go f)(z) = —2* — 8x — 15)

d) f= 221527 g(x) =2 +1

(Rj . (f o g)(.ﬁ(]) - ;;2—:647 (g © f)(LU) - SZi;igiiig

Zadatak 3.36. Zadane su funkcije f(x) = 32® + 5z i g(x) = v — 2. Rijesite
jednadzbu (f o g)(z) = (g o f)(z).

Rjesenge.
(fog)(z) = f(z —2) =3(x —2)2 +5(x — 2) = 3(a? — da + 4) + 52 — 10
= 32? — 120 4+ 12 + 52 — 10 = 32® — Tz + 2.
(fog)(@) = (g0 f)x) = g(f(x)) = g(32° + ba) = 3a? + bz — 2.
Rjesavamo jednadzbu (f o g)(x) = (go f)(x)
322 — Tz +2 =322+ 5 — 2
= -2

—12

xr =

D= R

Zadatak 3.37. Zadane su funkcije f(x) = 2z + 1 i g(x) = 2% + 4z + 3.
Rijesite jednadzbu (f o g)(x) = (g o f)(x).

Rjesenge.

(fog)(z)=2(x*+4x+3)+1 =222 +8x + 7.

(gof)(x) = (20+1)?+4(22+1)+3 = 42’ +4x+1+8x+4+3 = 422 +122+8.

Rjesavamo jednadzbu ( f o g)(x) = (go f)(x)

202+ 8x + 7 =42* + 122 + 8

22 —4x—1=0

T2 = == _14678 = 4:515 = 4:t_22/§ — T = —1- %\/5, Tog = -1+ %\/ﬁ
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Zadatak 3.38. Neki je proizvod poskupio dva puta. Prvo je poskupio za 10%,
zatim za 15%. PrikaZimo posebnim funkcijama ova poskupljenja te jednom
funkcijom oba poskupljenja (naravno, sve u ovisnosti o cijeni). Provjerite
koliko je poskupio proizvod kojemu je pocetna cijena bila 50 kn.

Rjesenge.

Prvo poskupljenje: filz) =2+ x% = %x.
Drugo poskupljenje: folz) =2+ ol =115

100 — 100%"
Ukupno poskupljenje f(z) = fo(fi(z)) = fQ(}—(l)gx) = %%x = %x.

f(50) = 23350 = 63. 25.

200

Zadatak 3.39. U pogonu jednog poduzeta proizvode se visokokvalitetna vrata
od materyala M. Cijena jednog kilograma materijala M jednaka je 25 kn. Da
bi proizveli jedna vrata potrebno je 60 kg materijala M.

a) Uz pretpostavku da drugi troskovi ne postoje, formirajte funkciju koja ée za
danu kolicinu proizvedenih vrata x racunati ukupan trosak proizvodnje.

b) Uz pretpostavku da drugi troskovi ne postoje, formirajte funkciju koja ce
za danu kolicinu proizvedenih vrata x racunati ukupan troSak proizvod-
nje ako je cijena jednog kg materijala M porasla za 20%.

c) Uz pretpostavku da se u ukupnoj proizvodnji javljaju fiksni troskovi u visini
7000 kn, formirajte funkciju koja ¢e za danu kolicinu proizvedenih vrata

x racunati ukupan trosak proizvodnje (uz jedini¢nu cijenu materijala M
od 25 kn).

Rjesenje. a) f(x) = 25* 60z = 1500z, b) f(z) = 25 % 1.2 % 60z = 1800z,
¢) f(x) = 1500z + 7000.

3.3 Inverzna funkcija

Neka je zadana funkcija f : X — Y. Zelimo odrediti funkciju koja ée ele-
mentima kodomene pridruziti njihove originale. Takvo preslikavanje biti ¢e
(dobro definirana) funkcija ako je f bijekcija. Vrijedi: funkcija f: X — Y je
bijekcija ako i samo ako postoji funkcija g : Y — X takva da je go f = 1y
i f og = 1ly. Funkcija g je jedinstvena, bijekcija te je nazivamo inverznom
funkcijom funkcije f i ozna¢avamo sa g = f~1(z).
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Inverzna funkcija

Primjer 3.9. Neka je f : {1,2} — {a,b} funkcija takva da je f(1) = a i
f(2) =b.

Funkcija f je bijekcija i vrigedi f~' : {a,b} — {1,2} takva da je f~(a) =
1if1b) =2.

Primjer 3.10. Odredimo inverz funkcije f(x) = bx — 3.
Rjesenje
y=>5r—3
Sr=1y+3
iy
) = =
Provjerimo je li f(f~'(x)) = .
P @) = F(E) =55 3= +3-3-a.
Analogno mozemo provjeriti vrijedi li f~*(f(x)) = .
Drugi nac¢in traZenja inverza (pomotu definicije):
Kako je f(f~(z)) = = dobivamo
5 4z)-3==x
5 Yz)=x2+3
= [l(x) = 5.

Zadatak 3.40. Odredite inverz funkcije f(x) = o — 1.
Rjesenje
1 1
Y=3T— ?
=Y+ 7
T =3y + %
—fHz) =3z + 2.
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Zadatak 3.41. Odredite inverz funkcije f(x) = 322

) ) T 24
Rjesenje.
3x+42
Y= 2

(2x —4)y =3z + 2
20y — 3x =4y + 2
r(2y —3) =4y +2

_ Ay+2
= 3,73 \
1 2
= [ (z) = 555

Zadatak 3.42. Odredite inverz funkcije f(x) = x° + 6.
Rjesenje.

y=a"+6

?P=y—6

r=/y—6
fHz)=Vaz—6

Zadatak 3.43. Odredite inverz funkcije f(x) = 2723,

Rjesenje.
y = 2723
=5y
x=y 2iy
vty
@ =494

Zadatak 3.44. Odredite inverznu funkciju funkcije f(x) = 2¢”8 + 5.
Rjesenge.

y=2e""8+5

28 =y —5

e 8 = 15 (koristimo: In(e”) = x)
r—8= ln(%)
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Zadatak 3.45. Odredite inverznu funkciju funkcije f(x) = 31n(x — 1).
Rjesenje.

y=3In(x —1)
In(z —1) =%
r—1=e¢s
r=e3+1

fHx) =es + 1.

Zadatak 3.46. Odredite inverznu funkciju funkcije f(x) = 2621 — 3.
Rjesenge.
y = 26:c+1 -3
26:p+1 =y + 3
6z + 1 = log,(y + 3) (Koristimo: log, 2* = x)

r = g (yt3)-1

s fﬁl(x) _ 10g2(966+3)*1'

Zadatak 3.47. Odredite inverznu funkciju funkeije f(x) = 4log(2£2).
Rjesenge.
y = 4log(347)
log(3=3) = §
Y

S5r+5 <
2> =101

50 +5 = (r —6)10%
50— 1052 = —6-10% — 5

Y x
_ —6-104 -5 -1 _ —6-104-5
=" = fH ) = ===

Zadatak 3.48. Zadana je funkcija ponude s(p) = 4p? — 8p u ovisnosti o
cijent p. Izrazite cijenu p kao funkciju ponude s.

Rjesenge.

Da bismo odredili funkciju cijene p u ovisnosti o ponudi s potrebno je
odrediti inverznu funkciju funkcije s(p).

Inverznu funkciju kvadratne funkcije s(p) dobit éemo svodenjem na pot-
puni kvadrat.

s=4p* —8p=(2p—2)*> — 4

(2p—2)2:s+4:>p:@.
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Zadatak 3.49. Zadana je funkcija potrainje d(p) = —%p + 14 u ovisnosti o
cijeni p. Odredite funkciju cijene u ovisnosti o potraznji.

Rjesenje. Odrediti funkciju cijene u ovisnosti o potraznji znaci odrediti
inverznu funkciju funkcije d(p) = —%p + 14.

d=-2p+14=2p=14—-d=p=21-3d

Slijedi da trazena funkcija glasi p = 21 — %d.

Zadatak 3.50. Zadana je cijena p kao funkcija potrainje p = %. Izrazite
potraznju d kao funkciju cijene p.

(Rjesenje:.d = 31’%2).
Zadatak 3.51. Zadana je funkcija ponude s(p) = %p u ovisnosti o cijent p.
Odredite funkciju cijene u ovisnosti o ponudi.

Rjesenge.

Odrediti funkciju cijene u ovisnosti o ponudi znaci odrediti inverznu funkciju
funketje s(p) = 3.

s(p):%p:>3s+sp:2:>3p:2—3s:>p:2’—83‘5.

Slijedi da trazena funkcija glasi p = % - 3.

Zadatak 3.52. Zadana je funkcija potrainje d(p) = f;%g. Odredite funkciju
cijene u ovisnosti o potrazngi.

(Rjesenje. p = 24=3.)
Zadatak 3.53. Zadana je funkcija ponude s(p) = ;1% u ovisnosti o cijent p.
Odredite funkciju cijene u ovisnosti o ponudi.

. . _4-3
(Rjesenje. p = "=

Zadatak 3.54. Zadana je funkcija potrainje d(p) = —p*+6p+12. Odredite
funkciju cijene u ovisnosti o potraznji.

Rjesenge.

Inverz kvadratne funkcije dobivamo svodenjem na potpuni kvadrat. Do-
datno, wvazavamo cinjenicu p > 0.

d= —p*+6p+ 12

d=—(p—3)?+21

Zadatak 3.55. Neki je proizvod poskupio za 25%. Neka je f(z) : Rt — R*
funkcija koja racuna novu cijenu proizvoda koji je prije poskupljenja kostao
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x kuna. Odredite f(x) i f~'(z) i za inverznu funkciju f~'(x) interpretirajte
nezavisnu varijablu x i vrijednosti funkcije f~1(x).

Rjesenje. f(x) =125z, f~!(2) = 5z = 1e02.

Za inverznu funkciju f~1(xz) vrijednost nezavisne varijable x predstavija
cijenu nakon poskupljenja, a vrijednost funkcije f~'(z) predstavlja cijenu
prije poskupljenja. Dakle, funkcija f(x) za zadanu cijenu prije poskupljenja
racuna cijenu nakon poskupljenja, dok funkcija f~'(x) za zadanu cijenu
nakon poskupljenja racuna cijenu prije poskupljenja.

Zadatak 3.56. Gospodin Jakov namjerava orociti x kuna u banci s godisnjom
kamatnom stopom 3% (i godisnjim obracunom kamata,).

a) Formirajte funkciju f : RT — RT koja ée racunati konacnu vrijednost
uloga u visini x (nakon jedne godine).

b) Odredite konaénu vrijednost uloga u visini 20000 kn.

c) Odredite funkciju koja te za zadanu konatnu vrijednost uloga x racunati
pocetnu vrigednost uloga.

d) Odredite pocetnu vrijednost uloga ukoliko je konatna vrijednost uloga jed-
naka 20600 kn.

(Rjesenge. a) f(x) =1.03z, b) f(20000) = 20600, ¢) Radi se o inverznoj
funkciji funkcije f. f~Y(x) = X2, d) f~1(20600) = 20000.)
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Zadatak 3.57. Zadana je funkcija ukupnih troskova nekog poduzeta T(q) =
5q + 8, pri cemu je q kolicina proizvodnje tog poduzeta. Za koje kolicine
proizvodnje funkcija ukupnih troskova ima ekonomskog smisla? Koliki su fik-
sni troskovi proizvodnje? Koje je ekonomsko znacenje koeficijenta b u funkciji
T(q)?

Rjesenje. Funkcija ukupnih troskova ima ekonomskog smisla za T(q) >
8.0vo smo izveli postavljanjem uvjeta g > 0.

Fisksni troskovi proizvodnje iznose T'(0) = 8.

Ekonomsko znacenje koeficijenta 5 (varijabilni trosak): ukoliko povecamo
razinu porizvodnje za 1 jedinicu (q povetamo za 1), tada ée se trosak proizvod-
nje povecati za 5.
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3.4 Pregled elementarnih funkcija

3.4.1 Algebarske funkcije

Realne funkcije najcesce dijelimo na algebarske i transcedentne funkcije. Al-
gebarske funkcije dobivaju se nizom algebarskih operacija (zbrajanje, oduz-
imanje, mnozenje, dijeljenje, potenciranje cijelim ili razlomljenim eksponen-
tom) koje se vrse nad nezavisnom varijablom z. Dijelimo ih na:

e Cijele racionalne funkcije (ili polinome)
e Razlomljene racionalne funkcije

e [racionalne funkcije.

Cijele racionalne funkcije (polinomi)
Polinom n-tog stupnja je funkcija f : R — R oblika
Po(z) = apa™ 4 apr2™ 4o 4 ag2® + a2t + ag

gdje su a,, a,_1,...,as, a1,aq € R koeficijenti polinoma, n € Z",a, # 0.Pri
tome je a,x" vodeci ¢lan polinoma, dok je a, vodeci koeficijent polinoma, a
ag slobodni koeficijent polinoma. U slucaju kada je a, = 1 kazemo da je
polinom normiran.

Funkcija oblika Py(x) = ag,a9 € R je polinom nultog stupnja ili
konstanta. Graf je pravac paralelan s z-osi i udaljen je od nje za ay.

6T

y

a

Polinom prvog stupnja je funkcija oblika Py(z) = a1 + ag, a1,a9 €
R,a; # 0. To je linearna funkcija ¢iji je graf pravac, gdje je a; koeficijent
smjera (odreduje nagib pravca), a ag odsjecak pravca na y-osi. Funkcija je
rastuca ukoliko je a; > 0, a ako je a; < 0 funkcija je padajuca. Nultocke
polinoma prvog stupnja dobivamo rjesavanjem jednadzbe jednadzba Pj(x) =
a1 + ag = 0, te je nultocka oblika: z¢ = —Z—(l].
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flx) =z +4

Funkcija oblika Py(x) = ayx®+ayx+ag, as, a1, a9 € R, as # 0 je polinom
drugog stupnja ili kvadratna funkcija. Graf kvadratne funkcije nazivamo
parabola.

Tjeme parabole, T'(z,.,y,) je totka dana koordinatama
2

a, 4a,a, — a
I = — YT =

1
2a, 4a '

Ako je as > 0 funkcija je padajuca na intervalu < —oo, z7| i rastuéa na
intervalu [z7, +00 >. U tocki T" funkcija tada postize minimum.

2

flz) = a?
Ako je as < 0 funkcija je rastuca na intervalu < —oo, x7] i padajuca na
intervalu [z7, +0o >. U tocki T' funkcija tada postize maksimum.




Nultocke dobivamo rjesavanjem jednadzbe Py(x) = asx? + a1z + ap =
0.Rjesenje dobivamo pomocu formule

Kvadratna funkcija, ovisno o diskriminanti D = a3 — 4asag, moze imati
dvije razlic¢ite realne nultocke, jednostruku realnu nultoc¢ku ili ne imati realne
nultocke:

° D > 0 = 2 razlicite realne nultocke
° D = 0 = jedna dvostruku realnu nultocku
° D < 0 = nema realnih nultocaka (nulto¢ke su konjugirani kom-

pleksni brojevi)

Y

\M/\ / ) /
\ \T/ \/\/

N/
, N .
/)

| N\ /T
/ \/H YAl

Kvadratna funkcija

Opc¢enito, nultocke ili korijeni polinoma P, (z) su oni x € R za koje je
P,(z) = 0. Izjednacavanjem polinoma s nulom P,(z) = 0 dobivamo alge-
barsku jednadzbu n — tog stupnja. Vrijede sljedece tvrdnje:

1. Osnovni stavak algebre: svaki polinom stupnja n > 1 ima barem jednu
nultocku (u skupu kompleksnih brojeva).

2. Ako su xy, 29, ..., T, nultocke polinoma P, (z), tada se on moze prikazati
u obliku (faktorizirati):

a) Ako su xy,zo, ..., z,, jednostruke nultocke polinoma:

P,(x) = ap(x — z1)(x — 23)...(x — x,,).
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b) Akosu i, xs, ..., T, visestruke nultocke polinoma kratnosti k1, ko, ..., kp,
redom (x; je "nultocka k; puta "), pri ¢emu je ki +ka+...+ky, = n.

P,(2) = ag(z — 21)" (x — z9)*2...(x — x,,)Fm.

Razlomljene racionalne funkcije

Racionalna funkcija u svom prikazu predstavlja kvocijent dvaju polinoma,

_ P, ()
Qn ()

pri ¢emu je P,(x) polinom stupnja n, a @,,(x) polinom stupnja m. Ako je
polinom u brojniku manjeg stupnja od polinoma u nazivniku n < m, funkciju
f(x) zovemo pravom racionalnom funkcijom. U protivnom, imamo nepravu
racionalnu funkciju. Nepravu racionalnu funkciju uvijek mozemo prikazati
u obliku zbroja polinoma i prave racionalne funkcije. Podruc¢je definicije
racionalne funkcije je skup svih realnih brojeva osim skupa nultocaka poli-
noma u nazivniku.

f(x)

Rastav na parcijalne razlomke Ovisno o karakteru nulto¢aka nazivnika,

racionalnu funkciju mozemo rastaviti na parcijalne razlomke, odnosno prikazati
je u obliku zbroja razlomaka kod kojih su u nazivnicima faktori polinoma
P,(x). Ako polinom u nazivniku ima realnu nultocku visestrukosti k& tada
imamo niz parcijalnih razlomaka:

Ay n Ay P Ap
r—x1 (z—x1)2 7 (z—x)F

gdje su A; konstante koje je potrebno odrediti.

Primjer 3.11. Na ovome primjeru pokazati cemo dva nacina za rastav na
parcijalne razlomke funkcije f(x) = %.
Nul-tocke nazivnika su 1 1 —10 i obe su jednostruke. To znaci da funkciju

f moZzemo rastaviti:

tj.,




Mnozenjem sa (x — 1)(z + 10) (rjesavamo se razlomaka) dobivamo

S5r+1=A(x +10) + B(xz — 1).

Potrebno je izracunati koeficijente A © B. To moZemo na dva nacina:

1. nacin (uvrstavanjem nul-totaka)

U relaciju bx +1 = A(x + 10) + B(x — 1) worstavamo nul-totke (ovdje
1 i —10) te dobivamo dvije jednadzbe iz kojih dobivamo koeficijente A
i B.

Uvrstimo prvo nul-tocku 1 :

54+1=A1+10)+B(1-1)=6=114=—= A =1

Dalje, uvrstavamo nul-tocku —10 :
—50+1 = A(-10+10)+B(—-10—1) = —49= —-11B = B = %.

Dobivamo rastav na parcijalne razlomke:

11 49
11 49
= 6 11 pu— .
/() x—1 +31:—%10 6(z—1) * 11(z + 10)

2. nacin (izjednacavanjem polinoma)

Koristimo teorem o jednakosti polinoma, tj. izjedna¢avamo koeficijente
ispred istih potencija.

Raspisemo relaciju 5z + 1 = A(z + 10) + B(z — 1).

5¢+1 = Arx+10A+ Bz - B
5r+1 = xz(A+ B)+ 104 - B.

Polinom s desne strane mora biti jednak onomu s lijeve, $to znaci da
im koeficijenti uz iste potencije moraju biti jednaki, pa imamo

5 = A+ B=—A=5-B
= 10A-B
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1=10(5-B) - B
1B =149 — B — 2

11
49 55 —-49 6
11 11 11
1 1
Ponovo dobivamo rastav: f(z) = %5 + 5 = 5 (;in oo (49

z+10) "

Zadatak 3.58. Rastavite na parcijalne razlomke funkciju f(z) = affj—jjgx.
Rjesenge.

Najprige moramo odrediti nul-tocke nazivnika.
Rjesavamo jednadzbu x3 — 2% — 62 = 0.

r(x? —x—6) =0
/ \
=0 ?—x—-6=0

1+v1+424 _ 145
T2 == 5 = 3

T, = 3 Ty — —2
Sve su nul-tocke jednostruke pa funkciju moZemo rastaviti na slijedeci
nacin:

A B C
1) ;+x+2+x—3

iy,
1222 + 12 A B

B —12—6r 1 x+2 x-3
Kada se rijesimo razlomka (mnoZenjem sa x(x + 2)(x — 3)) dobivamo:

1202412 = A(z+2)(z — 3) + Bx(z — 3) + Cx(x + 2).
Dalje, trazimo koeficijente A; B; C

1. nacin: uvrstavamo nul-tocke u jednakost
122° + 12 = A(z + 2)(z — 3) + Ba(x — 3) + Ca(x + 2).

12=A4-2-(-3) = 64=12= A= —2

12-4+412=B-(-2)(-2-3) =60 =10B= B=6
12:9412=C-3-(342) = 120 = 15C => C = 8
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Sada moZemo zapisati rastav:

—2+ 6 n 8
r x+2 x-—3

2. nacin (izjednacavanjem koeficijenata) polinoma u jednakosti
1202 +12 = A(z + 2)(z — 3) + Bz(z — 3) + Cz(x + 2)
1202 + 12 = A(z? — x — 6) + B(2? — 3x) + C(2? + 2z)

1222+ 12 =2*(A+ B+ C)+x(—A—3B+2C) — 64
Izjednacavamo koeficijente uz:
22 12=A+B+C
x: 0=—-A-3B+2C
1: 12 =—-6A

Rjesavamo tri jednadzbe sa tri nepoznanice. Iz zadnje jednadzbe dobi-
vamo A = —2 i uvrstimo u prve dvije.

12=-2+B4+C=14=B+C
0=2-3B+2C = —-2=-3B+2C
Rjesavanjem dviju jednadzbi dobivamo: B =6 i C' = 8.

-2 6 8
f<x)7?+a:+2+a:—3'
Zadatak 3.59. Rastavite na parcijalne razlomke funkciju f(x) = 23;2;{;’—:)15

Rjesenje.

Rjesavanjem jednadzbe x*(x — 5) = 0 dobivamo nul-tocke 0 i 5.

Kako je 0 dvostruka nul-tocka, dok je b jednostruka, pa funkciju f ras-
tavljamo

A B C
=t ate=s
20°+32-15 A B C
2z —5) x a2 x—5

TraZimo koeficijente A, B, C.
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1. naéin (uwvrstavanjem nul-tocaka)
22% + 3x — 15 = Az(x — 5) + B(z — 5) + C2?
0: -15=-5B=— B=3
5:504+15-15=25C = C =2
Primjetimo kako nismo dobili koeficijent A, a uvrstili smo sve nul-tocke.

Za izracunati A dovoljno je wvrstiti bilo koju drugu tocku, uvrstimo,
npr. 1.

243—-15=—-4A—-4B+C
Kako smo vet izracunali B 1 C, uvrstimo i njih
—10=—4A-124+2=4A=0= A=0
Da smo wvrstili neku drugu tocku dobili bismo isti A, pogledajmo za
npr. 2:
8+6—-15=—-6A—-3B4+4C = —-1=—-6A-1=A=0

Dobili smo rastav
3 2

fla) = S5+

x> -5

2. nacin (jednakost polinoma)

Izjednacavamo koeficijente u polinomu 2z% + 3x — 15 = Ax(x — 5) +
B(x —5) + Cz?* odnosno

222 + 3z — 15 = 2*(A+ C) + 2(—5A + B) — 5B

x? 2=A4+C
T 3=-5A+B
1: —15=-5B—B=3

Uvrstimo B = 3 u drugu jednadzbu 3 = —5A+3 =—= A =0.
Sada uvrstimo A = 0 u prvu jednadzbu 2 = A+ C — C' = 2.

Dobily smo rastav
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Zadatak 3.60. Rastavite na parcijalne razlomke funkciju f(x) (1)

Rjesenge.
Trazimo nul-tocke nazivnika: = (x + 1)3
z(z+1)°=0
Dobivamo dvije nul- tocke : 0 ¢ —1, od ¢ega je 0 jednostruka nultocka, dok
je —1 trostruka nultocka pa imamo rastav:

f(z) = A + B + ¢ +2

(x4l (w12 (p+1)3 0 o]
323 4+ 1322 + 11z + 2 A B C D
3 - + 3 T 5T
z(z+1) (z4+1) (z+1)2 (z+1)3 =

37° + 132> + 1lx +2 = Az(xr+1)*+ Ba(xr + 1)+ Cx + D(x +1)°

Koeficijente A, B,C, D racunat ¢emo uvrstavanjem tocaka.

0: 2=D

—1: B34+13-114+2=-C=C=-1

Iskoristili smo sve nul-tocke, dalje mozemo wuvrstiti bilo koje, npr. 1,2

1:3+134+114+2=4A+2B+C+8D
20=4A+2B—-1416=—=4A+2B=14—=—2A+B =14

2:24+52+4224+2=18A+6B+2C + 27D
100=184+6B —2+54 = 184A+6B =48 = 9A +3B =24

Iz sustava jednadzbi 2A+ B =7

9A+3B =24
dobivamo A =1, B =5 i rastav na parcijalne razlomke:
1 5 -1 2
f(z) = + + + =

(x+1) (z+1)2 (z+1)3 x
Zadatak 3.61. Rastavite na parcijalne razlomke funkcije
a) f(z) = =k

(Rj: f2) =35 + %)
b) f(l’) — 622 —29x+7

z2(z—7)

¢) flz) =i



d) flz) = =5t

(R f(2) =5 + 2 T o + 35)-

Zadatak 3.62. Rastavite na parcijalne razlomke funkciju f(x) = %
Rjesenge.
Ova funkcija nije prava racionalna funkcija pa nagprije moramo podijeliti
brojnik nazivnikom.

(P + 23 +22+1): (2 —x2) =22 +2
-’ + 23

223 + 2% + 1

—22°% + 2x

22+ 2 +1

Dobivamo: z° + 23+ 2> +1= (23 —2)(2? +2) + 22 + 2z + 1
23 ta?1 _ (2P —2)(@?4+2)+a? 2241 24+ 2+ 2242241
- - 3

r3—x 2x3—x z3—x
Dalje, rastavljamo % na parcijalne razlomke. TraZimo nul-tocke
nazivnika.

P—r=0=z(z-1)(x+1)=0
Dobivamo nul-tocke: 0,1, —1, sve jednostruke.

- r x—1 x+1

Koeficijente A, B, C trazimo uvrstavanjem nul-tocaka.
2?+2x+1 = A(z—1)(x+1)+Bx(x+1)+Cx(x—1)

x2—|—2x+1_A+ B C

0: l=—A=— A=-1
—1: 0=2C=C=0
1: 4=2B=— B=2
242+l 12
B-r  r x-1
2+t +1 9 -1 2
f(x) P x°+ +x+x—1
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Iracionalne funkcije

Kada se uz operacije koje vode do racionalne funkcije dopusti jos i konacan
broj korijena bilo kojeg stupnja, govorimo o iracionalnim funkcijama.
Na primjer, to su funkcije oblika

) = Y Pa(2)
() o)
g(r) = Vr+5
h(z) = -

Vad +ad + 12+ 1

Kod iracionalnih funkcija treba posebno obratiti paznju na prirodno po-
drucje definicije funkcije. Kada je funkcija oblika f(z) = */g(x) (parni
korijen) potrebno je osigurati da izraz ispod korijena bude nenegativan.

f(@) = R/g(x) = g(z) 2 0= Dy ={z e R:g(z) =0} N D,.
Primjer 3.12. Dana je funkcija f(x) = /.

Domena ove funkcije je skup svih menegativnih realnih brojeva. Dy =
[0, +00 >=R{.

Primjer 3.13. Dana je funkcija f(x) = /.

y 15

1.0
05
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Domena ove funkcije je skup svih realnih brojeva. Dy = R.

3.4.2 Transcedentne funkcije

Funkcije koje nisu algebarske zovemo transcedentnima. Najvaznije transce-
dentne funkcije su:

1. Eksponencijalna funkcija
2. Logaritamska funkcija
3. Trigonometrijske funkcije

4. Ciklometrijske funkcije.

Eksponencijalna funkcija

Neka je a > 0,a # 1. Funkcija f : R — R* oblika f(x) = a® nazivamo
eksponencijalnom funkcijom.
Broj a zove se baza eksponencijalne funkcije. Podruécje definicije funkcije

je skup svih realnih brojeva R, dok je slika funkcije R*.
Vrijedi:
1. a® > 0,za svaki x € R,a € R\{1}.
a® - a¥ = a* .

2 — am_y‘

AN el
—
s
8
S~—
<
I
Q
8
<

Ako je a > 1 funkcija je rastuca, tj. za x < y vrijedi a* < a¥.

L ax

Iy

Rastuca eksponencijalna funkcija
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7. Ako je a €< 0,1 > funkcija je padajuca , tj.za r < y vrijedi a* > a¥.

x

Padajuca eksponencijalna funkcija

Grafovi eksponencijalnih funkcija prolaze tockom (0, 1)
Specijalno, za a = e = 2.71828182 imamo funkciju f(x)
prirodna eksponencijalna funkcija.

Logaritamske funkcije

= ¢e” koju zovemo

Inverzne funkcije eksponencijalnih funkcija zovemo logaritamskim funkci-
jama. Dakle, za eksponencijalnu funkciju f(z) = o*, f : R — RT njenu in-
verznu funkciju f~1(z) : RT™ — R zovemo logaritamskom funkcijom f~!(x) =
log, x s bazom a.

Graf funkcije je zrcalna slika eksponencijalne krivulje iste baze s obzirom
na pravac y = x (grafovi inverznih funkcija simetri¢ni su s obzirom na pravac
y = x).Grafovi logaritamskih funkcija prolaze tockom (1,0).

Vrijedi:

1. log, a® = x,za svaki x € R
2. al°8® = g za svaki v € R
3. log,(zy) = log, x + log, y
4. log, % = log,r —log,y

5. log,z¥ =y -log, x

6. log,a =1

7. log, r = igi—zz
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8. log, b= ——

logy, a

9. za svaki a > 0,a # 1 vrijedi log,1 =0

10. logaritamska funkcija je strogo monotona:

ako je a > 1 logaritamska funkcija je rastuca, tj. za x < y vrijedi
log, x <log,y
ako je a €< 0,1 > logaritamska funkcija je padajuca, tj. x < y vrijedi
log, z > log, y.

Logaritamska funkcija

Specijalno, za a = e = 2.71828182 funkciju f(x) = log, + = Inz zovemo
prirodnim logaritmom.

Trigonometrijske funkcije

U Kartezijev koordinatni sustav smjestimo kruznicu zadanu jednadzbom z2+4
y? = 1 i brojevni pravac paralelan s y-osi u tocku A(1,0).

Namatanjem pravca na kruznicu u geometrijski pozitivnom smjeru (obr-
nutom od smjera kretanja kazaljke na satu) pridruzujemo svakom realnom
broju x jedinstvenu tocku 7' na kruznici. Na primjer, broju 0 pridruzena
je totka A, a broju m totka B. Takvu kruznicu nazivamo brojevnom ili
trigonometrijskom kruznicom. Ordinata tocke T je sinz, a apcisa cosz =
T(cosz,sinz). Tim postupkom svakom realnom broju ¢ pridruzeni su pot-
puno odredeni brojevi sint i cost.
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Drugim rije¢ima, definirali smo funkcije:

e sin: R — R (sinus funkcija)

f(z) =sinx

e cos: R — R (kosinus funkcija)

f(x) =cosx

Primijetimo, funkcije sinus i kosinus su periodi¢ne s temeljnim peri-
odom 27r.

Pomocu funkcija sin z i cos z definiramo funkcije:
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e tgx = 2L (tangens)

N
N
N+
i

cos T
sin x

e clgr =

x

f(z) = ctgz

Primijetimo, funkcije tangens i kotangens su periodi¢ne s temeljnim pe-

riodom 7.
Funkcije sin z, cos x, tgr i ctgx zovu se trigonometrijske funkcije.

Ciklometrijske funkcije ili arkus — funkcije

Trigonometrijske funkcije nisu bijektivne, pa opcenito kao takve ne mogu
imati inverzne funkcije. Ipak, ako promatrmo restrikcije trigonometrijskih
funkcija, koje su bijektivne funkcije, mozemo definirati njihove inverzne funkcije,
odnosno arkus — funkcije ili ciklometrijske funkcije:
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. Funkcija arkus sinus
Funkeija sin |-z =): [-F, 3] — [~1,1] je strogo rastuca bijekcija.

Njena inverzna funkcija definirana: arcsin =sin™': [-1,1] — [-%, 7]

e Funkcija arkus kosinus
Funkcija cos [j,-: [0, 7] — [—1,1] je strogo padajuca bijekcija.

Njena inverzna funkcija definirana: arccos = cos™! : [-1,1] — [0, 7]

e Funkcija arkus tangens
Funkeija tg |-z =): [-5, 3] — R je strogo rastuca bijekcija.

Njena inverzna funkcija definirana: aectg =tg~' : R — [-%, J]

e Funkcija arkus kotangens
Funkcija ctg |jo.: [0, 7] — R je strogo padajuca bijekcija.

Njena inverzna funkcija definirana: arctg = ctg™' : R — [0, 7]

3.5 Prirodno podrucje definicije (domena) funkcije

U uvodnom dijelu ovog poglavlja vet¢ je definirana domena funkcije kao skup
svih vrijednosti nezavisne varijable x za koju analiticki izraz kojim je zadana
funkcija ima smisla. Ponekad je potrebno ograniciti domenu funkcije (ne
nuzno uzeti R). Primjerice, ukoliko funkcija f(z) = 100z opisuje prihod
poduzeca za prodanih x proizvoda, tada je, na primjer, prirodno ograniciti
domenu na nenegativne vrijednosti.

Kako je u pregledu elementarnih funkcija opisana i domena elementarnih
funkcija, dajmo pregled domena funkcija s kojima ¢emo se najcesce susretati.

e ALGEBARSKE FUNKCIJE

* CIJELE RACIONALNE FUNKCIJE (POLINOMI)
Domena je citav skup R.

* RAZLOMLJENE RACIONALNE FUNKCIJE
Domena je ¢itav skup R bez nultocaka polinoma u nazivniku.
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* IRACIONALNE FUNKCIJE
Problem odredivanja domene svodi se na rjesavanje algebarskih
jednadzbi i nejednadzbi.
Uvjeti iz kojih dobivamo jednadzbe i nejednadzbe je:
Argument parnog korijena mora biti nenegativan,t;j

f(z) = %/g(zr) = Dy ={x € R:g(xz) >0} N D,.
e TRANSCEDENTNE FUNKCIJE

* EKSPONENCIJALNA FUNKCIJA

Domena je cijeli R.

* LOGARITAMSKA FUNKCIJA
Problem odredivanja domene svodi se na rjesavanje algebarskih jed-
nadzbi i nejednadzbi.
Uvjet iz kojih dobivamo nejednadzbe:

Argument logaritma mora biti pozitivan.
f(z) =log,(g(x)) = Dy ={z € R: g(x) > 0}.

Zadatak 3.63. Odredite domenu funkcije f(z) = 2.

Rjesenge.

Nazivnik mora biti razlicit od nule pa je jedina tocka koja ne smije biti u
domeni upravo nul-tocka nazivnika.

r+3 # 0
r # —3
D =R\{-3}.

Zadatak 3.64. Odredite domenu funkcije f(z) = M)’m.
Rjesenje.
Jedine tocke koje ne pripadaju domeni su nul-tocke nazivnika.
Uvjet je 22% + 11z — 6 # 0.

11121448 _ —114/169 _ —11+13 1
T12 = 2 = 2 == = n=-0 T2 =3
1
D=R\{-6.1).
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Zadatak 3.65. Odredite domenu funkcije f(x) =+/x + 7.
Rjesenge.

U ovoj funkcigi moramo osigurati da argument korijena bude veéi ili jednak
nuli, tj. rjeSavamo nejednadzbu

r+7 > 0
z > =7
D = [-7,+00).

Zadatak 3.66. Odredite domenu funkcije f(x) =/ x? — 5z — 36.
Rjesenje.
Postavljamo uvjet 2> — 5x — 36 > 0. Prisjetimo se, kvadratnu jednadzbu

rjesavamo tako da prvo traZimo nul-tocke, a zatim iz skice ¢itamo podrucja
pozitivnosti, odnosno negativnosti.

22 —5x—36=0
54+ /25 + 144
T12 =

7 2 — 11 =91, =—4

S ’_'_,_.If
B -] 8
bbbt
S

3 & 8 &

g(z) = 2? — 5z — 36

Sada iz grafa vidimo da ova kvadratna funkcija poprima pozitivne vrijed-
nosti za sve x manje od —4 i za sve vece od 9, tj.

D = (—o0,—4] U [9, +00)
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Zadatak 3.67. Odredite domenu funkcije f(x) = /%L,

r—4
Rjesenje.
Sada moramo osigurati dva uvjeta: nazivnik mora biti razlicit od nule 1
argument korijena veci ili jednak nuli.
+1
le—4#0 225 >0

Rjesavamo prvi uvjet: x # 4.

z+1

s

I sada drugi uvjet: = > 0. Rijedit cemo ga pomotu tablice. Prvo je

potrebno naci nul-tocke brojnika i nazivnika.
r+1=0=x=-1
r—4=0=z=14

U tablicu, ovisno o podrucju, stavljamo oznaku "+ " ako je izraz na tom
podrucju pozitivan, odnosno oznaku "—" ako je megativan.

Zatim mnoZenjem predznaka (+ i —) dobivamo podrucja na kojima cjeloku-
pan izraz poprima pozitivne, odnosno negativne vrijednosti.

<—00,—1>|<—-1,4> | <4,4+00 >
r+1 — + +
r—4 — — +
=t + — +

Citamo rjesenje iz tablice pri temu moramo paziti da ne uklju¢imo nul-
tocku nazivnika r = 4.

D = (—00,1] U (4, +00).

Zadatak 3.68. Odredite domenu funkcije f(x) = ﬂ/#ﬁ—zr
Rjesenge.
Imamo dva uvjeta: uvjet nazivnika 1 uvjet korijena.
La? +4a0 —21 £0 = gy, = =28 ) — 7 Ty =3

2
T
prvo racunamo nul-tocke brojnika 1 nazivnika.
r+6=0= 2= -6
244 —21=0= 2, =T To =3
Dalje, crtamo tablicu. Za odrediti podrucja negativnosti odnosno poz-
itivnosti kvadratne funkcije, skiciramo i ¢itamo iz skice.
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<—00,—T7T>|<—-7,-6>|<—-6,3>|<3,+00 >
x+6 - — + +
x? + 4o — 21 + — — +
x+1
) - ™ - ™

Zadatak 3.69. Odredite domenu funkcije f(x) = /%2 + a2 — Tz — 8.
Rjesenge.

Kako je f(x) = fi(x)+fa(x), gdje je fi(z) = /225, a fox) = Va2 — Tz =8,
domena funkcije f jednaka je presjeku domena funkcija fi @ fa, tj.

Dy = Dy N Dy,.
Odredimo nagprije domenu funkcije fi(x) = /%2,

Imamo dva uvjeta: Z.fci_‘; >0 2.x—T#0.
Za domenu funkcije dobivamo fi(x) (slicno kao prethodni zadaci)

Dy, =< —00, —4]U < 7,400 > .

Analogno iz wvjeta x2 — Tz — 8 > 0 dobivamo domenu funkcije fo(z) =
Va2 —Tr —8

Dy, =< —00, —1] U [8, +00 >,

te dobivamo

Dy = Dy NDy, = (< —00,—4]U < 7,400 >)N (< —o0,—1] U [8, 400 >)
= < —o00,—4]U[8,+o0 > .
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Zadatak 3.70. Odredite domenu funkcije f(x) = In(22? + 5z — 12).
Rjesenge.

Jedini uvjet je wvjet na pozitivnost argumenta prirodnog logaritma, tj.
202 + 51 — 12 > 0.

Trazimo nul totke 22> + 5x — 12 =0

_ —54v/25496 _ —5+121 _ —5+l11 _ _ 3
T12 = 1 = 1 = — :>331——4,a:2—§

g(z) = 22* + 5z — 12

Iz grafa vidimo D = < —00,—4 > U < %,+oo > .

Zadatak 3.71. Odredite domenu funkcije f(x) = log(#).

Rjesenge.

Imamo dva uvjeta: argument logaritma mora biti pozitivan © nazivnik
mora biti razlicit od nule.

1. # > 0 kako je nazivnik x* wvijek veti ili jednak nuli, rjesavamo
—22+9 > 0.

Iz grafa ¢itamo D; =< —3,3 > .
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2. 12 #0. = Dy = R \{0}.
Domenu dobivamo kao presjek podrucja odredenth ovim uvjetima.

D =Dy N Dy =< —3,3 > \{0} $to moZemo zapisati i kao D =D; N
Dy =<-3,0>U<0,3>.

D =< -3,3>\{0}.

Zadatak 3.72. Odredite domenu funkcije f(x) = In(=2455)++v/2® + 422 — 5z
Rjesenje.
Ovdje imamo tri wvjeta: na nazivnik, prirodni logaritam i korijen.
1. —2* +4 40 = 1 #£ +2.
z+6
2. s >0
Rjesavamo pomocu tablice. Prvo trazimo nul-tocke, zatim crtamo

tablicu. Jo3 je potrebno nacrtati skicu kvadratne funkcije —x* + 4 radi
lakseg odredivanja predznaka.

r+6=0=2=—-6
2’ +4=0= 1 =42
Skica kvadratne funkcije —x% + 4

g(z) = —2* +4

Trazimo rjesenje drugog uvjeta

<=00,—6> | <—6,-2>|<—-2,2>| <2400 >
x+6 — + + +
—® + 4 - + + -
6
o + + + -
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3 23 +42? =52 > 0= z(2? +4x—-5) >0

x2+4x—5:0:>x1,2:L V216+20:>$1:1,x2:—5

g(z)=x*+4x -5

Trazimo rjeSenje treceg uvjeta

< —00,—0>|<—=5,0>|<0,1>|<1,400>
x — — + +
2 +4x —5 + — — +
z(z? + 4z — 5) — + - +

Rjesenje dobivamo presjekom sva tri uvjeta

(< —00,2>\{-2H)N(<=50>U<1,+00 >)

D=<-50>\{-2}U <1,2>.

Zadatak 3.73. Nadite domenu funkcije f(x) = \/In(322 + 5z — 11).
Rjesenge.

Imamo uvjet korijena i uvjet prirodnog logaritma.

1. n(322 4+ 52 —11) >0 =322+ 52 — 11> 1
Sjetimo se, gornja relacija slijedi izlnx > 0= x > 1.
322 +5r—11>1=322+5x—12>0.
322 + 51— 12 =0 = 015 = 22VBIH — 4 = 3 4, =1

3
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g(z) = 32? + 5z — 12

4
D:<—oo,—3]U[§,+oo>.

2. 322 +5x—11>0

Primgjetimo da smo u prvom dijelu imali uwvjet 3x® + 5z — 11 > 1. Pa
kako je drugi uvjet zadovoljen u prvom uvjetu, nije ga potrebno ponovo
rjesavati.

Zadatak 3.74. Odredite domene funkcija:

a)

b)

c)

d)

f)

f@) = /558

(Rj.: D= < —o00,—2JU < 1,3)

f(z) = log(—22% + 23z — 30) + Tx
(Rj.: D=<2,10>)

f(x) = 32;”1 + In(5x — z?)

(Rj.: D =<0,2)

f(x) = In(42® — 362)
(Rj.:D=<-3,0>U< 3,400 >)

(Rj.: D =< —00,4>U< 4,400 >)

fla) = 2+ /=t

(Rj.: D =[2,5>).
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Zadatak 3.75. Zadana je funkcija f(x) = 4/ 9;4_'211. Odredite inverznu funkciju
funkcije. Zatim odredite domenu inverzne funkcije.
Rjesenge.

Odredimo prvo inverznu funkciju.

ord. 2
9+44.2°%

2 - - - = 2:2_1

o= )

(2" —1) = 9+4.27
2°(y* —4) = 9+y°
9 + o>
y?—4
9 + o>
y?—4

r = log,

. . .. _ 2
Dobili smo inverznu funkciju f~'(z) = logy 2.
Sada jos moramo odrediti njenu domenu.

Dva su uvjeta: 1. 242 50 2.22 —4#0.

x2—4

1. Rje3avamo pruvi uvjet: zjfi > 0.

Izraz 9 + 22 je uvijek veti od nule, dalje rje3avamo samo x* — 4 > 0.
Trazimo nultotke x* —4 = 0 = x15 = +2. i skiciramo funkciju g(x) =
2
x* —4.

g(z)=2*—4

Rjesenje prvog wvjeta < —oo, —2 > U < 2,400 > .

2. Rjesavamo drugi uvjet: > — 4 # 0

— T12 7é +2.

Domena je jednaka presjeku prva dva uvjeta, dobivamo Dy =< —o00, —2 >
U< 2,400 >.
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3.6 Limes funkcije

3.6.1 Limes funkcije u tocki

Neka je zadana funkcija f(x). Ponekad nas zanima ponaSanje funkcije u
okolini tocke ¢ (pogotovo u slu¢ajevima kada funkcija f(x) u samoj tocki
¢ nije definirana). Htjeli bismo odrediti kojoj vrijednosti se priblizava f(z)
kada se x priblizava vrijednosti ¢ € R, u oznaci lim f(x). Primijetimo da se
tocki ¢ na realnoj osi mozemo priblizavati s lijeve strane, u oznaci x — ¢,
ili s desne strane x — c¢'. Stoga razlikujemo dvije vrste limesa u tocki,
limes s lijeve strane lim f(z) i limes s desne starne lim+ f(z).Funkcija f
ima limes u toc¢ki ¢ lim f(z) ako postoje limesi s lijeva i s desna i jednaki su
(lim f(x) = lim f(z)). Formalno, dajemo matematicku definiciju limesa:
Kazemo da je L grani¢na vrijednost ili limes funkcije y = f(x) kada x tezi
prema ¢ (r — ¢) i pisemo: L = lim f(z) ako za svaki realni broj e > 0 postoji

takav realni broj § > 0 tako da vrijedi (0 < |z —¢| < §) = (|f(z) — L| < ¢).

Drugim rije¢ima, ma koliko malen ¢ uzmemo (tj. ma koliko blizu L se
nalazmo) uvijek postoji realan broj § takav da za svaki x iz okoline brojea ¢
(| — | < 0) odgovarajuéi f(z) bude u e okolini granice ili limesa L.

Tako, na primjer, mozemo promatrati funkciju f(z) = %. Odmah
vidimo da tocka 2 nije u domeni ove funkcije (jer je to nul-tocka nazivnika) pa
ni ne ra¢unamo f(2), ali bismo mogli rac¢unati vrijednost funkcije u okolnim
tockama i to onima koje su (jako) blizu tocki 2, pri ¢emu se tocki 2 mozemo
priblizavati s lijeve (wlirgl_ f(z)) ili s desne strane (Ilirgl+ f(z)).

Pri racunanju limesa moguca su 4 rezultata:

e Limes ne postoji
e Limes je realan broj
e Limes je jednak +o0

e Limes je jednak —oo

Prije opisivanja tehnika za racunanje limesa, navedimo neka svojstva
limesa.
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Svojstva limesa
Ako je k konstanta, lim f(x) = L i lim g(x) = M, tada vrijedi:

r—cC xr—c

Jdimk =k

Tr—cC

.liina: =c

Tim(f(x) & g(e) = lim £(2)  im ) = L M
A Tim( (@) - 9(2)] = lim £(2) -im ) = L- M
lim k- f(x) = lim k- lim f(z) = k- L

5 :}:lgi g(x)  limg_.g(x) M’ za M #0

6.1im {/f(z) = p/lim f(z) = V/L,za L > 0 i n paran broj

W N =

Ako se prilikom racunanja limesa jedan ili oba limesa jednaka +oc ili —oo,
a drugi limes je jednak a € R, tada smijemo primijeniti sljedeta pravila za
ra¢unanje sa +00 odnosno —oo :

o a+ (£o00) = (£o0) + a = £o0, za svaki a € R

H_
g
I
™
2
IS
!
am
g
\.N
&
n
S
o5
IS
m
=
IS
A
]

= =0, zasvakia € R
o0
" =o00,zar>0,r eR

oo—"=0,zar>0,reR
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Ako se prilikom racunanja limesa dobije rezultat oblika: 22, g, o0 —00,0-
00, 0%, 1%, 00 tada takve izraze nazivamo neodredenim oblicima, a pitanje o
postojanju i rezultatu limesa ostaje otvoreno i potrebno je primijeniti daljnje

tehnike za racunanje trazenog limesa.

3.6.2 Racunanje limesa racionalne funkcije

Zadana je racionalna funkcija f(z). Trazimo limes funkcije u tocki ¢.Postoje
dvije mogucnosti:

1. Funkcija je definirana u tocki c¢. Tada mozemo ra¢unati vrijednost funkcije
u tocki ¢, pa je i limes funkcije u toj tocki jednak vrijednosti funkcije
u toj tocki, tj
lim £(x) = £(c)

Tr—cC

z+1
x—3

Kako je funkcija f definirana u tocki 1, moZemo racunati f(1), pa je
limes

lim £ = f(1) = 15 = —1.

Primjer 3.14. [zra¢unajmo limes funkcije f(z) = u tocki xg = 1.

2. Funkcija nije definirana u tocki c.

Ukoliko su vrijednosti polinoma u brojniku i u nazivniku za x = ¢
jednaki 0 tada dijelimo polinom u brojniku i polinom u nazivniku sa x—
¢ i ponavljamo postupak dok ne dodemo do funkcije koja je definirana
u c.

Primjer 3.15. Izracunajmo limes funkcije f(x) = % u tocki 2.

Kako funkcija f nije definirana u 2. Racunamo vrijednosti polinoma u
brojniku i nazivniku u tock: 2.

225246 _ 0

lim #—7 0"

T—2
Dijelimo i brojnik i nazivnik sa (x — 2).
(22 =bx+6): (r—2)=2-3

22 —5z4+6 —1;

lim 7

T—2

3. Ukoliko je vrijednost polinoma u nazivniku jednaka 0, a vrijednost poli-
noma u nazivniku nije 0, tada ¢emo imati slucaj kada je limes jednak
oo. Detaljnijom analizom je potrebno odrediti radi li se o +oc ili —o0.
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Primjer 3.16. Odredimo limes (odnosno limese s lijeva i s desna) funkcije

fla) =22,

Kako smo analizirali predznak:

Zanima nas kako predznak funkcije f(x) = x — 1 za brojeve manje od 1.
Analizu predznaka mozemo provesti na vise nacina: graficki (crtamo pravac
y = x — 1) i numericki: gledamo brojeve koji su mangji od 1 i jako blizu 1
(probajte zamisliti 0.99999 ). Primjetujemo da za brojeve manje od 1 vrijedi
x—1 < 0 (to mozemo i provjeriti ako uvrstimo neki broj manji od 1, na prim-
jer 0.999 — 1 = —0.001). Kako su i brojnik (wvrstili 1) i nazivnik negativni,
konacni rezultat je pozitivan izraz.

Izratunajmo sada limes s desna (analogna analiza, samo gledamo brojeve
vete od 1):

Dakle, vrijedi: ako se prilikom racunanja limesa dobije reultat tipa:

e &, a € R\{0} tada je rezultat limesa +oo ili —co, a sam predznak

odredujemo daljnjom analizom.

e = radi se o neodredenom obliku.

olo

Zadatak 3.76. Izracunajte limese

. 4
a) lim &2
) 1 x+1

: 2z+6
b) xli)I{l:g x24+x—6

: x349224-23x+15
d) lim ety

Rjesenje.

. x+4 1+4
lim =
z—1x+1 1+1
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b)

1 20+ 6 (O) lim 2(z + 3) lim 2
m — = (—) = frd =
e—-3124+2x—-6 0" —3(x+3)(r—-2) —3x-2 -—3-2
c)
. 2?2 — 16 0 (x —4)(z+4) r+4 444 8
lim = (=) = lim — _r=_°2
=432+ —20 0" a—4(z+5)(r—4) «—dzx+5 4+5 9

d)

23+ 922 + 23z + 15 0 (x4 1)(z+3)(x+5)

I _ Oy
P 3+ a2+ 40+ 4 (0> o (x+1)(2z2+4)

(x+3)(x+5) 8

= lim =-.
oy x2+4 5)
Zadatak 3.77. Izracunajte limese
a) xllg— ILH’ xllg‘*‘ %4_2
: z+1 : z+1
b) Jim 3L lim 21
ol o el
C) xEI(IJl— E :Eli>0+ a?
RjeSenje.
a)
T -2 —2
lim =(—)=—=4

r——2— T + 2 0 0-

I T (—2) -2
= —_— :—:—OO
ez 42 V0’ 0t
b)
i z+1 1 1 n
im == — =4
r—7— — T 0 0+
o +1 1 1
lim =—=—=—-00



R R U T
.o x+1 1 1
L A

3.6.3 Racunanje limesa iracionalne funkcije

Racunat ¢emo limese funkcija koje u brojniku i nazivniku imaju iracionalne
izraze i pri tome su limesi izraza u brojniku i nazivniku jednaki 0. Izrazi
koji sadrze iracionalni izraz dovode se u racionalni oblik racionalizacijom ili
supstitucijom.

Vr+8—3

Primjer 3.17. Odredimo lim, .1 ¥=—

Uyjerimo se da se zbilja radi o slucaju %.

Vz+8-3 lim, (Ve +8-3) VI+8-3 0

I - =
1z —1 lim, (2 — 1) 1-1 0

Limes rijesimo racionalizacijom

(Vr +8)? — 32 r+8-9

m\/a:—|—8—3 vVr+8+3

o=l r—1 Vo843 i@ -1(Vr+8+3) ol(r-1)(Vo+8+3)
I r—1 y 1 y 1
= 1m = lim ——F = I1Im —
=1z —1)(Ve+8+43) +=1/r+843 16
1
= &

2x+4

Zadatak 3.78. Izracunajte lim,_,_o N

Rjesenge.
Provjerimo da se radi o neodredenom obliku %. Limes rjesavamo racional-
1zacijom.

2% +4 JTt2 AN
i 224 vet2 o Qetdvetz o WIF2=2/"2F2=0.
z—-=2/x+2 o+ 2 T——2 x4+ 2 r——2
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Zadatak 3.79. Izracunajte limese

a) lim F== (Rj. — ).

b) lim 22 (Rj.:4).

r—4 V=2

c) xlirgl \2/’% (Rj.: 0).

d) lim Y£+=3 (Rj.: %)
e) lim =% (Rj. : +00)

f) lim =% (Rj.: —00)

3.6.4 Limes u beskonac¢nosti

Nezavisna varijabla x moze teziti prema o0 ili —oo i zanima nas ponaganje
funkcije f(z) u beskonac¢nosti i racunamo lim f(z) ili lim f(x).
T——00 T——+00

Tada su moguci razliciti slucajevi:
e Limes ne postoji

e Limes je realan broj

e Limes je jednak +oo

e Limes je jednak —oo

Svojstva limesa (1-6) opisana u odjeljku u kojem se obraduje limes funkcije
u tocki, takoder vrijede i za limese u beskona¢nosti.

U praksi nas moze zanimati vrijednosti ekonomskih funkcija za velike
vrijednosti inputa. Slijedi primjer.

Primjer 3.18. Kolicina prodaje mnekog movog proizvoda na trzistu ovisi o
. . . . . 3

sredstvima uloZenim u reklamu. Ta veza dana je izrazom r(x) = 5;239”120,

gdje su x sredstva uloZena u reklamu, a r(x) koli¢ina prodaje tog proizvoda.

Odredite ponasanje prodaje za velika sredstva uloZena u reklamu.

10023 1
lim f(z) = 00z i 9 _ 9.

1m =31 1on = 1um ~ 190
T—+00 z—+o0 53 + 120 z—+o00 § + >3
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) ]

20

10 T

0 = : : :

0 50 )1(00
_ 100z3
r(z) = 523+120

Kolicina prodaje e za velika sredstva uloZena u reklamu iznositi 20. Dakle,
koli¢ina prodaje je ogranicena s 20 i ne isplati se ulagati (neogranitena)
sredtva u reklamu buduct da to nece dovesti do znacajnog porasta broja pro-
danih proizvoda.

Primgerice,
_100%(10)3
_100%(200)3

Kod racionalnih funkcija limese u beskonac¢nosti ra¢unamo tako da bro-
jnik i nazivnik podijelimo najvec¢om potencijom od x koja se nalazi u brojniku
i nazivniku, te tada odredimo limes dobivenog izraza.

z24+4
3422

Primjer 3.19. Odredimo lim
r—

+o0o
Najprije odredimo najveéu potenciju i u brojniku i u nazivniku, a to je z2.
Dakle, i brojnik i nazivnik moramo podijeliti sa x>.
2 +4 /2P o 1+5% 140 1

=1 = = —
ot 34 227 [ ia? et 12 042 2

Zadatak 3.80. Odredite lim 3% +2z2+1

rotoo AP
Rjesenge.
. 3¥ 4222 +1 /il . 3+24 4 3
lim = lim —* % =-"—=-3
ot 4 —a3 /a3 r—too 5 —1 -1
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Zadatak 3.81. Odredite lim 2fiz—4

T —+00 2421
Rjesenje.
Najveta potencija je 3 pa i brojnik i nazivnik dijelimo sa .

po A -4 fra® 1+§—§_1+0—0_i_+m
z—+oo  x2 4+ 21 /::U3 z—+00 %—i—x% 0+0 0t .

Kako bismo odredili radi li se 0 +00 ili —o0, potrebno je analizirati predz-
nak polinoma 2 + 2z, on postize pozitivne vrijednosti kako x — +o0.

Zadatak 3.82. Odredite limes lim 2%’=6z

T——00 5322
Rjesenge.
422 — 6x /) :a? , ~ 8 4
lim = lim —%=—-
z——00 b —3x2 /:x? z——00 % — 3

Postoji i brzi na¢in odredivanja limesa u beskonac¢nosti. Tri su moguca
slucaja:

1. Ako je stupanj polinoma u brojniku jednak stupnju polinoma u nazivniku,
limes je realan broj i jednak je omjeru koeficijenata uz vodece ¢lanove
polinoma u brojniku odnosno nazivniku. Na primjer

. 5t + 623 — 322 + 1 5
lim = —.
T——00 Tt + 22 — 10 7

2. Ako je stupanj polinoma u brojniku veéi od stupnja polinoma u nazivniku,
limes je jednak +oc ili —oo . Potrebno je analizirati predznak polinoma
u brojniku i nazivniku pri ¢emu gledamo vodece potencije i koeficijente

uz njih.
Na primjer
’ 22 4+ 62 — 1 )
im ————— = (—) = —o0.
z——oo 42+ 16 +
4_ .3
lim —— (i) = —00.

s—too —302 + 67 — 12
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3. Ako je stupanj polinoma u brojniku manji od stupnja polinoma u
nazivniku, limes je jednak 0.

:c4+3x2—|—7x—|—9_0

I
r—l>r—noo 207 + 322+ 5

Zadatak 3.83. Odredite limese

3+t
240

a) lim
T——00

6 5
b lim 52° 462
) Z—>-t00 7x3—4x5

—32249zx

c) lim s

T— 400

d) lim Y&ii—e

Z——F00 5x+47
: 5x462>
°) Mmoo
RjeSenje.
a)
. 3+a2t /2 4+ 040
lim ————F-—— = lim 5—% = =0.
e——00 2475 /2% z—o-c0 541 0+1
ili krace:
. 3+t - . - -
hrP i (stupanj polinoma u brojniku < stupanj polinoma u nazivniku, 4 < 5)
= 0.
b)
. 5a8 4 62° /:af . 5+% 540 5
lim = lim —F* = = —-.
o——oo T3 — 426 /26 a2+ =5 = 0—-14 4
ili krace:
. 5ab + 6a° L . o o
hr_n a6 (stupanj polinoma u brojniku = stupanj polinoma u nazivniku)
I
= -7
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—32%+ 9z /:a? -34+2 -3+0 -3

li = 1 — - .
x—lgloo r+6 /:a? xi{?@%—{—% 040 0+ >
ili krace:
—322+9
lim oA (stupanj polinoma u brojniku > stupanj polinoma u nazivniku)
z—+o0 T+ 6
= —00.
d)
272
, 24+3—-z /[:z , \/x_2+x_32_1 VvV1+0—-1 0
lim = lim - = =-=0.
e)
_ 5z 4622 | a? _ 2+6 0+6
lim = = 5 = lim = = NOESES]
T—1+00 —_ : T—100 —_
too2 —\14+a2+at [z el Ny R 0 0+0+
6
= — = —6.
-1

Zadatak 3.84. Odredite limese

: 53462—2 . 5
2) lim S (Rj. )

¢) lim Szitbr=3 (Rj.: 0)

o0 525 4+Tx242

d) lim 232 —6x+45 (Rj. : %)

o 3+322

. 23407 .
e) lim 74_—2?}, (R].:—%)

r——00

f) lim =2 (Rj.: —00).

r——00 z—1



Nadalje, neke vaznije limese funkcija:

lim (1+21)"=
o lm (L+1) =
lim(l—l—x)%

z—0

=e
ezaa>1=—= ligl a® = 00
zald<a<l>= liril a® =0
Zadatak 3.85. Zadana je funkcija inflacije i(t) = 2.4e %% + 1.6, gdje je t
vrijeme, a i inflacija. Odredite piblizne vrijednosti inflacije za t — +o00.
Rjesenge.
lim i(t) = tli+m (2.4e700% 4 1.6) = 1.6.

t—+o00

Zadatak 3.86. Ouvisnost cijene p o vremenu t dana je funkcijom p(t) =
2.7 (%)0'0% + 4.2.Ispitajgte dugorotno ponasanje cijene.

Rjesenge.
: o 110.02¢ _
tLleroop(t) = tEeroo (2.7 (3) + 4.2) 4.2.

Zadatak 3.87. Zadana je funkcija ukupnog broja prodanih proizvoda (u
tisu¢ama komada) u ovisnosti o sredstvima uloZenim u reklamu z.

“ . . 2_ .. . . . .
a) Izratunajte lim 209400 g interpretirajte dobiveni rezultat.
T 00 2x4—8
. . . 2_
b) Izratunajte lim 100200z
T—2 z°-8
Rjesenje. a) lim 1002°—400r _ 50 interpretacija: Ukoliko poduzet %
jedenje. a) lim =Z—2F = 50, interpretacija: Ukoliko poduzete neograniceno

r—-+00
ulaze u reklamiranje proizvoda, vrijednost prodaje nece premasiti 50 komada

(za izrazito velika sredstva ulozena u reklamiranje, broj prodanih proizvoda

biti ¢e priblizno jednak 50. b )glﬁl_% m;;% =9

Zadatak 3.88. Zadana je funkcija potrainje u ovisnosti o cijeni Q(p) = %.

Sto se dogada s potraznjom za niske razine cijena? Sto se dogada s potraznjom
za visoke razine cijena?

Rjesenge.

Niske cijene:lim% = +00.

z—0

Visoke cijene: lim 2 = 0.
x——+o0 P
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3.7 Asimptote funkcije

Asimptota funkcije je pravac kojem se graf funkcije piblizava (uz koji se
priljubljuje) kada nezavna varijabla tezi u oo ili neki realni broj koji nije
u domeni funkcije (nalazi se u rubnim dijelovima domene), ali ga nikada
ne dotakne. Asimptote su pravci za koje vrijedi da se graf funkcije ¢ije su
one asimptote ponasa priblizno jednako kao i asimptota, stoga je ponekad
znatno lakSe analizirati asimptotu (koja je pravac-linearna funkcija) nego
same, komliciranije, funkcije.

3.7.1 Horizontalna asimptota

Pravac y = g je horizontalna asimptota funkcije f u lijevoj strani ako je
lim f(z) =yo za yo € R.

Pravac y = o je horizontalna asimptota funkcije f u desnoj strani ako je
lim f(z) = yo,za yo € R.

Tr——+00

B

Funkcija sa horizontalnom asimptotom y = 1

Zadatak 3.89. Odredite horizontalne asimptote u obje strane funkcije f(z) =
5x244x
3r241 °

Rjesenge.

Nadimo horizontalnu asimptotu funkcije f u lijevoj strani, racunamo

ba?+4x [:2® . 543 5

im = lim = —,

z——oc0 3241 /:a? z——00 3 + x% 3

Nadimo sada horizontalnu asimptotu funkcije f u desnoj strani.
5r° + 4w/ a? . 5+1

)
z—+oo 312 + 1 / : 2 :c—1>I-&I-loo 3+ # 3
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Dobivamo da je y = g horizontalna asimptota funkcije f @ u lijevoj i u
desnoj strani.

Zadatak 3.90. Odredite horizontalne asimptote u obje strane funkcije f(z) =

2z+1
2
Rjesenge.
20 +1 /:a? 2+ 5 0
g 22EL Jiet o ete 0
T——00 :L’Q / . ,CL‘Z ——00 ]_ 1
20 +1 /:a? 2+5 0
g 22EL it ete 0
T—400 2 / a2 T—+00 1 1

Dobivamo da je y = 0 horizontalna asimptota funkcije f u obe strane.

Zadatak 3.91. Odredite horizontalne asimptote u obje strane funkcije f(z) =
623 +52—7

32 44x—-3"
Rjesenje.
. 63 +b5x -7 )P . 6+5—-T5 6
lim —— ;= lim -—F—% = — = —o0.
r——003x24+4r -3 /:x r——03 4 45— 3 ()
61+ 50 -7 /:a° . 6+35—5 6 N
1m = lim -—& % — — = +00
v—otoo a2 +4x —3 [:ad et iy 5 OF

.. 3 _ . .
Funkcija f(z) = % nema horizontalnu asimptotu.

3.7.2 Vertikalna asimptota

Funkcija f ima vertikalnu asimptotu z = z( s lijeve strane ukoliko vrijedi
lim f(z) =—oc0ili lim f(z)= 4oc.
T—Tq T—T

Funkcija f ima vertikalnu asimptotu z = x4 s desne strane ukoliko vrijedi
lim f(z) = —o0 ili lim f(z) = 4o0.
Z‘-’.TO Z‘-’.TO

Vertikalne asimptote se mogu nalaziti u tockama prekida funkcije ili u
otvorenim rubovima domene.
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20

10

-10 7

-20 -

Funkcija koja ima vertikalnu asimptotu x = 1

Zadatak 3.92. Odredite vertikalne asimptote funkcije f(x) = £EL.

Rjesenje. Vertikalnu asimptotu trazimo u tockama prekida, a to je tocka
3 (nije u domeni jer je to nultocka nazivnika).

I T+ 7 10
im = — = —00.
3 T — 3 0
. ox+T 10
lim = = +00.

z—3+ 1 — 3 0t

Dobivamo da je x = 3 vertikalna asimptota s lijeve 1 s desne strane.

Zadatak 3.93. Odredite vertikalne asimptote funkcije f(x) = IQ%%
Rjesenje. Vertikalnu asimptotu racunamo u x = 0. Racunamo limese.
242 0
lim 2127 = (5)=lim (z+1) =1L

z—0~ X rz—0~

Analogno dobivamo

2+ 2z
lim

r—0t X

=1

Funkcija f nema vertikalnu asimptotu.

145



3.7.3 Kosa asimptota

Ako postoji i konacan je limes

lim M:szR,

r——00 X
te postoji i konacan je limes
lim (f(x) —kz)=1€R.

tada za pravac y = kz+[ kazemo da je lijeva vertikalna asimptota funkcije
f

Analogno za pravac y = kz + [ kazemo da je desna vertikalna asimptota
funkcije f, gdje su

(=) . :
Jm = ke i xirfm(f(m) kx)=1¢€

40__
y |
30T
20T
10T

I 5 10 15 20

10+ X
20

Funkcija ima kosu asimptotu y = g:c — %

Vazno je primjetiti da ako postoji horizontalna asimptota s lijeve strane
tada je ona jednaka kosoj asimptoti s lijeva, tj. jednadzba kose asimptote je
tada y = I[.

Isto tako ako postoji horizontalna asimptota s desne strane, tada je ona
jednaka kosoj asimptoti s desna, tj. jednadzba kose asimptote s desna je tada
y=1.

Dakle, ukoliko postoji horizontalna asimptota, kosu nije potrebno racu-
nati nego samo naznaciti da je jednaka horizontalnoj.
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. . . .. o 31.3 5247
Zadatak 3.94. Odredite kose asimptote (ako postoje) funkcije f(x) = 223220
Rjesenje.
Jednadzba kose asimptote s desna (ako postoji) je y = kx + 1.

32° 45047 3
3 ) 7
T ) = (. i i
r——00 I T——00 €T T —00 $3—|—4$2
[ li (f( ) 2 ) I (31;34—51‘-1-7 3 ) ’ 303 L 5 L7 — 303 — 1922
T——00 T——00 22 + 4z 50 22 + 4
—1222 192

Jednadzba kose asimptote s desna je y = 3x — 12.
Jednadzba kose asimptote s lijeva je y = kx + 1.

32345047 5
b tim L@ gy e gy, STASTET
r—-+4o00 I T—-+00 €T 2500 [E3 +4{E2
= 1m ) —kr)= lim (———— — 32) = lim _
T—+00 T——+00 r? + 4x z—+ oo 72 T+ dr
—1222 192
_ g 2 erAT 12
r—+00 I‘Q +4 1

Zadatak 3.95. Odredite kose asimptote (ako postoje) funkcije f(x) = 5o*+1

2z+3 °
Rjesenje.
Jednadzba kose asimptote y = kx + 1.
52241 2
1
ke tim I8 g 2 gy, STHEL S
r——00 I r——00 I z——00 212 + 3z 2
522+1 5 2(522 + 1) — bz (27 + 3)
x—l>r—noo(f(x) ) ac—1>I—noo( 20+ 3 2.%) m—l>r—noo 2(2z + 3)
1022 + 2 — 102% — 152 . 2—1bx —15
— hm = llm = .
5. 15

Analogno dobijemo da je y = gx — % kosa asimptota s desne strane.
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3.7.4 Zadaci za vjezbu (gradivo asimptota i limesa)

Zadatak 3.96. Odredite sve asimptote funkcije f(x) = ;Jj—f?)

Rjesenge.
Odredimo prvo horizontalnu asimptotu (s lijeva i s desna).

7T—x 1

li = .
wjrflm 2r + 3 2
7T —x 1

lim = .
z—+00 22 + 3 2

Yy = —% je horizontalna asimptota slijeva i zdesna.
Sada odredimo vertikalnu asimptotu. TraZimo ju u nultocki nazivnika ’73

) 7T—x +
lim = — = —00.
r_3"2x4+3 0~
7T—x +
= 400

Kako postoji horizontalna asimptota slijeva i zdesna, kosu nije potrebno
zracunati jer je ona jednaka horizontalnog, tj.

Yy = —% je horizontalna asimptota s lijeva i s desna.

Zadatak 3.97. Odredite sve asimptote funkcije f(x) = 2246243

- 1-5z
Rjesenje.
Horizontalne asimptote nema jer je 1L1r010 % = 00 jer je stupan)
polinoma u brojniku veci od stupnja polinoma u nazivniku.
Dalje, trazimo vertikalne asimptote i to u nultocki nazivnika, tj. u %

20 +62+3 _ F+5+3

1i = .

e 1-5z 0+ oo
2 6

. 20°+62+3 g +3 .
s 1t 1—5z 0-

Dobivamo: x = % je vertikalna asimptota funkcije f.
Kosa asimptota y = kx + -

| WA 926043 2
k: hm _— = hm _— = ——.
T—00 x z—+too x — Hx? 5
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202+ 6xr+3 2 1022 + 30z + 15 + 22 — 1022

I = 1 —— +-x)= i
32z + 15 32
= lm —=——.
Kosa asimptota slijeva 1 zdesna je pravac y = —%x . %

Zadatak 3.98. Odredite sve asimptote funkcije f(x) = 225
Rjesenge.
Horizontalna asimptota:

202 — 5 2
lim 22— % — 9
a—doo 9 — 12 -1
y = —2 je horizontalna asimptota s lijeve i s desne strane.

Vertikalna asimptota:
Trazimo ju u nultotkama nazivnika 9 — 22 = 0 = o = +3.

i 202 -5 13
im =— = —
z——3— 9 — g2 0~ oo
| 202 -5 13 N
im = — =400
z——3+ 9 — 22 0+
y = —3 je vertikalna asimptota s lijeve 1 s desne strane.
i 202 -5 13
im = — = —
r—3— 9 — 12 0~ oo
202 -5 13
lim = = 400

a3t 9— a2 Ot
y = 3 je vertikalna asimptota s lijeve i s desne strane.
Kosa asimptota je jednaka horizontalnoj.

Zadatak 3.99. Odredite sve asimptote funkcije f(x) = = T
Rjesenge.
Vidimo da horizontalne asimptote nema jer je

. 223 + 3
lim =

+00.
r—too T + 1
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Vertikalna:
Vertikalnu traZimo u tocki —1.

20°+3  —2+43

lim = —00,
z—-1- T+ 1 0~
! 203 4+3  —2+3 n
im = = 4o00.
r——1+ x+1 0t
Kosa asimptota y = kx + 1
22343 3
R 2 3
k= lim L = lim A = to0
r—+00 €T r—+o0 x2 +x
Funkcija nema kosu asimptotu.
' ' . _ 32345
Zadatak 3.100. Odredite sve asimptote funkcije f(x) = 2525

Rjesenge.
Horizontalne asimptote nema jer je stupanj polinoma w brojniku veci od
stupngja polinoma u nazivniku pa je

. 313 +5
lim =
z—oo 12+ 2
Ni vertikalne asimptote nema jer ova funkcija nema prekida i domena joj
je cijeli R. (mi se orijentiramo na nultocke nazivnika, a polinom u nazivniku
2?2 + 2 nema nultocaka,).
Kosa asimptota y = kx + [:

32345 3
3 5
k= lim 2242 _ im "+ =3,
z—+oo I r—+oo 13 + 2
323 +5 o 322 4+5—32% — 62 . 5—6x
[= lim —3z) = lim = lim =
r—otoo” 12 + 2 z—=+00 2 + 2 z—+oo 12 + 2

y = 3z je kosa asimptota s lijeve i s desne strane.

Zadatak 3.101. Odredite asimptote funkcija

a) f(z) =355
(Rj.: HA.:y=3;V.A:x =—6; K.A:y=3.)
b) f(r) = it

(Rj.: HA. :nema; V. A : x = -1, K.A:y =4x.)
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c) f(z) = %5

(Rj.: HA:y=0,VA:z=-1,2=1K.A: nema.)

Zadatak 3.102. Zadan je graf funkcije

a) Odredite limese:

Jm f(e), hm f(), Um f(z), lim f(z), lim f(z), lim f(z),. im f(z), lim f(z).

b) Odredite sve asimptote funkcije.

Rjesenge:
a) lim f(z) =0, liril f(z) =0, lim f(z)=4o0, lim+ f(z) = —o0,
T——00 T——+00 r——3" r——3
lim f(z)=0, lim+ f(z) =0, lim f(x) =400, lirﬁf(x) = —00.
T——1" rz——1 z—1- T—
b) y = 0 je horizontalna asimptota, x = —3,x = 1 vertikalne asimptote.

Zadatak 3.103. Zadan je graf funkcije

D

N A OO

a) Odredite limese:
| Jm f(e), lim f(z), lim f(z), lim f(z), lhim f(z), lLim f(z), lim f(z),
b) Odredite sve asimptote funkcije.

Rjesenge: lim f(z) =0, lir+n f(x) =400, lim f(z) =400, lim f(z)=
T——00 T—+00 r——1"

r——1*t
— li = —1, i = -1, L = — li =
o, Mim, flo) = -1, lim, fle) = =1, Jim fw) = o, Jim fz)
+00.
b) horzontalna asimptota s lijeve strane y = 0, vertikalne asimptote: x =
—1l,z=1.
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Zadatak 3.104. Zadan je graf funkcije

a) Odredite limese:
lim f(e), lim f(e), lim f(z), lm f(z), im f(z), lim f(z), lim f(z),

r—1—
b) Odredite sve asimptote funkcije.
Rjesenge.
a) lim f(z) = -3, lir+n flz) = =3, lim f(x)= —o0, lim+ flz) =
Tr——00 T——+00 rx——1" rz——1
+o00, lim f(x) =0, lim f(z) =0, im f(z)+ oo, lim f(z)= —oo0.
x—0~ z—0*t z—1— z—1+
b) y = —3 je horizontalna asimptota, v = —1,x = 1 su vertikalne asimptote.

3.8 Derivacija funkcije

Prethodno uvodenju pojma derivacije funkcije, potrebno je definirati neprekid-
nost funkcije. Realna funkcija je neprekidna ili kontinuirana u tocki a, ako
i samo ako je njena grani¢na vrijednost kada z tezi u a (r — a) jednaka
vrijednosti funkcije za x = a,tj., JUlimaf(ac) = f(a).

Derivacija je osnovni pojam diferencijalnog rac¢una. Diferencijalni racun
jedno je od najvaznijih podru¢ja matematike sa sirokom primjenom. Prethodno
uvodenju pojma derivacije definirat ¢emo prirast funkcije.

Neka je zadana funkcija y = f(x) (f : I — R) na intervalu / C R i neka
je o € I neka tocka tog intervala te neka je tocka x € I, x # xy.

Prirast ili diferencija argumenta x definira se izrazom

Ar =2 — x9
Promjena ili prirast funkcije u tocki x definira se s

Ay = f(x) — f(x0).
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Kvocijent diferencija jednak je

Ay f(x) = f(xo)

Ax T — To

nam pokazuje kolika je "brzina" promjene funkcije f od zy do x. Drugim
rijeGima, mjeri srednju brzinu promjenu funkcije od zy do z.5to je prirast
manji, to nam kvocijent diferencija daje to¢niju informaciju o brzini promjene
funkcije u tocki xg.
Ako pustimo da x tezi ka z, tj. Az — 0 tada vrijednost
Ay

lim 2V _ iy L@ = /(20

r—x0 A:L‘ T—xT0 r — Tg

mjeri "brzinu" promjene funkcije f u tocki xy. Ukoliko taj limes postoji,
nazivamo ga derivacijom funkcije y = f(x) po argumentu x i ozna¢avamo
sa f'(z) ili %
Dakle,
f(z) — f(2o)

Ay
! = lim — = lim ~—————,
! <x) a:ggo Az zlj;lo T — To

Da bi funkcija u nekoj tocki imala derivaciju, nuzan uvjet je da je neprekidna,
ali to nije i dovoljan uvjet. Naime, funkcija koja je neprekidna u nekoj tocki
ne mora imati derivaciju u toj tocki.

y 4
/ .
_—
\
T, Ay
S
S
S (xo)
0 x, Ax X X

Derivacija funkcije
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Slijedi geometrijska interpretacija derivacije.Da bi se razumjelo geometri-
jsko znacenje derivacije, potrebno je promotriti gornju sliku (Derivacija funkcije)
i pratiti tekst koji slijedi. Neka je «; kut §to ga tangenta na graf funkcije
y = f(z) u tocki Ty zatvara s pozitivnim dijelom x—osi, a a, kut kojeg zat-
vara sekanta (pravac kroz tocke T'i Tp) sa pozitivnim dijelom z-osi. S gornje
slike mozemo vidjeti kako je

Ay
Ax
Kada Ax — 0 tada T" — T}, odnosno a; — «; pa vrijedi

tgas =

A
f'(x) = lim A—y = lim tga, = tgay

Az—0 AX Qs— Qg
Dervacija funkcije u tocki xg jednaka je koeficijentu smjera tangente t
povucene na graf funkcije u tocki Tj.
Stoga je jednadzba tangente u tocki (zg,yo) funkcije f(z) (gdje je yo =
f(zo)) dana s

y —yo = ['(x0)(x — o)

Primjer 3.20. Zadana je funkcija ukupnih troskova u ovisnosti o koli¢ini
proizvodnje C(Q) = Q% + 2.

Odredimo C(1) i C(1.01) = C(1) =3 ¢ C(1.01) = 3.0201.

Oznacimo:

AQ promjena kolicine proizvodnje

AC- promjena ukupnih troskova

U ovom primjeru je AQ = 1.01 — 1 =0.01 ¢« AC = 3.0201 — 3 = 0.0201.

Nas zanima promjena ukupnih troskova po jedinici promjene x5 AC . Imamo

AC _ 00201 _ o
AQ 0.01
Opcenito, zanima nas promjena ukupnih troskova po MALOJ jedinici
promgjene proizvodnge, tj. hm ﬁ—g
AC

Izracunajmo hm 0 AQ"

c(Q) = Q2+2 = AC=CQ+AQ)=(Q+AQ)*+2-Q*—-2 =
Q% +2QAQ + (AQ) Q2 AQ(2Q + AQ)

AC _ 1; QERQ+AQ) _
Paje Jim 37 = lim S95G7% =20,
Na razini proizvodnje () = 1 imamo hm0 A—Q =20Q = 1.

Derivacije funkcija netemo rac¢unati pomocu limesa funkcije, ve¢ ¢emo
koristiti derivacije elementarnih funkcija koje su zadane tabli¢no.
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. TABLICA DERIVACIJA OSNOVNIH FUNKCIJA

1. y=c, c=konst | = |y =0

2. y=z2",neR — |y = na"!
3. y==x — |y =1

4. y=a" — |y =a"lna
5. y=¢e" — |y =¢€"

6. y=log,x — y’:%ﬁ

7. y=Inzx — |y =1

8. y=sinx = |y =cosx
9. y=cosx — |y = —sinx
10. y=tgx —= |y = =
11. y = ctgx = |y = =
12. y=arcsinz = |y = 11_962
13. y = arccosx = |y =— 11—352
14. y = arcctgx — |y = H_lzg
15. y = arcctgzx — |y =— 1+1x2
16. y=+7 = |y ﬁ%

Takoder pri ra¢unanju derivacija slozenih funkcija, koristit ¢emo sljedeca

pravila:

Ll

PRAVILA DERIVIRANJA

y=f@)+g@z) = Y =f@)+d@

y=c-flz) = ¢ =cfa)

y=f@)glz) = o =Fla)g()+g@)f()
f@) ,_ [(@)g(x) - ¢'(x)f ()

Yy Y (9(x))?

y=(g0 @) =g(f()) = ¥ =g(f@)f ()

Primjer 3.21. Derivirange funkcija

a) (357)' =0
b) (z) =1

c) (2?) =221 =2z
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d) (I123) — 123x123—1 — 1233:.122
¢) (a7 = (- it =~

f) (x—100) — —100.77_100_1 — _1001,—101

g) (\/E)/ = (l’%) — %x%—l — %.f_%
h) (V) = (xg)’ _ %x%“ _ %x%

Zadatak 3.105. Odredite derivacije sljedecih funkcija:
a) f(x)=6zx+11
b) f(z) = bz? + 4z —
c) f(z) =32+ 1a®
d) f(z) =%+ 52*+100
e) f(x) = ST
f) flz)=3V2?+ %
g) f(x) =5sinz + 4cos.
Rjesenje.

a)
f'(z) = (62 + 11)' = (6z)' + (11) = 6(z)' + 0 = 6.

b)

1 1
fl(x) = (52 + 4z — 5)’ = (52%) + (42)' + (—5)’ =
= 5(z%) +4(z) +0=5-22""1 +4 =102 + 4.
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1
f(z) = (Zm + 5x5)’ = (Zx4)’ + (5m5)’ =1 471 + 5m5_1 =2+t
d)
5
fl(z) = (P + 52* +100)" = 5(x2) + 5(z*) + (100)’ =
= 5-(=2)z7 ' +5-42* 1 4+ 0 = —10272 + 202°.
e)
, 52° 4ot + o+ 7Y 525 2t x T\
fla) = . Tt tet) T
525\’ N\ sy 7\’
=Y () ) (D)
xXr X x xr
= (B2 + @)+ Q)+ (727 =542 + 327+ 04+ 7(=1)27 T =
= 202° + 32% — Ta 2
f)
/ 1 3 2 4 ! ]_ 3 2 ! 4 ! 24y /
— — B —— = — —— = — 4 g
f'(x) (2 x—I—ﬁ 5 Ve + Tz (x3) 4+ 4(x™2)
= % . gxg_l +4- (—%) 2l = lx_% — 2272
g)

f(z) = (5sinx +4cosx) = 5(sinz) + 4(cosx) = 5cosx — 4sin .

3.8.1 Derivacija umnoska

Neka su zadane derivabilne funkcije f(z) i g(x) derivaciju umnoska funkcija
f(x) - g(z) ratunamo na sljede¢i nacin:

(f(x) - g(@)) = f'(x) - g(x) + g'(x) - [ ().
Zadatak 3.106. Derivirajte funkcije
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a) g(x) = Bz +4)(z*+ 2 —1)

(
(

b) g(z) = (534° + 62 — 3)(2sinz + 8x)
c) g(z) = 2*tgr

d) g(z) =2*Inx

e) g(x) = (z* + 322 4+ 1)e”

f) g(zr) = xsinx + zcosz

g) g(x) = 2% cosw + x3ctgx

Rjesenje.

Koristimo formulu za derivaciju umnoska:

(f(x) - g(x)) = f'(x) - g(x) + () - f(2).

a)
Jdx) = Br+4)@P+r—-1)+ @ +2—-1)Br+4) =
= 3@+ -1+ B2 +1)(3r+4) =
= 122° +122° + 6z + 1.
b)
! 1 2 / : : /1 2
g(z) = (§x + 62 — 3)"(2sinx + 8z) + (2sinx + 8xz) (§x + 62 —3) =
1
= (a:+6)(2sina:—|—8x)—|—(2cosx—|—8)(§a:2—|—6x—3).
c)
/ — 2\/ t / 2:2 .t 2'
§(2) = ()tga + (tgz)a® =20 - 1gr + —o o
d)
1
d(x)=(z*)Inz+ (Inz)2? =2zlnz + —2° =2zxlnz + 2.
x
e)

d(x) = (@*+322 +1)e" + (2 + 327 + 1)(e”)
= (42° 4+ 62)e” + (2* + 32 + 1)e” =
= (2" +42° + 32 + 6z + 1)e”.
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f)

g (x) = a'sinz+ z(sinz) + 2’ cosx + x(cosz) =

= sinx +xcosz + cosx — xrsinx.

g)

d(x) = (2°) cosz +2°(cosx) + () ctgx + 2*(ctgx)’ =

= 5ztcosw — 2’ sinx 4 3x? ctgr — 23— 5—-
sin” x

3.8.2 Derivacija kvocijenta

Neka su zadane derivabilne funkcije f(z) i g(z) derivaciju kvocijenta funkcija

L@ 1agunamo na sljedeci nacin:

9(z)

<@ ) _ f@)gla) — g()f (@)

9(x) 9*(z) ’

Zadatak 3.107. Odredite derivacije slijedecih funkcija
a) f(z) =15
b) f(r) = £4tas1
¢) f(z) =z
d) f(l') _ sinz—cosz

sin z+cos x

e) fla) =55

RjeSenje.
U ovom zadatku koristimo formulu za derivaciju kvocijenta dviju funkcija:

<@)' _ Jw)g(x) — g'(z) f(x)
g9(x) '
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b)

d)

_ (x+1yzfx+nﬂpﬂg—@—my@+1y_4—x—@w4x—n
4—z (4 —x)? (4 —x)?
_4d-—z+zxz+1 5
(4 —x)? (4—=2)*
B (x2+6m+1>/_ (2> +6z+1)(z+1)— (2*+6z+1)(z+1)
B r+1 B (x +1)2 B

(2z+6)(x+1)— (22 +6z+1) 22°+8x+6—2?—6x—1

(x +1)2

22 +2x+5

(z+1)2

(x 4+ 1)2

)’ _ (nz)s —Ina()

x2

(sinz — cosx) (sinz + cosx) — (sinx — cosx)(sinx + cosx)’

(

sinx + cos x)?

(cosz +sinz)(sinx + cosz) — (sinx — cosz)(cos z — sin )

(sinz + cos x)?

(cosz + sinz)? 4 (cosz — sin x)?

(cos z + sinx)?

e’ +5x, (e"+5)(4r —2) —4(e” +5x)
(4x—2)_ (4o — 2)2 B
4xe® — 6e” — 10

(4x —2)2

160



3.8.3 Derivacija slozene funkcije (derivacija kompozi-
cije funkcija)

Ako je funkcija nastala kompozicijom vise funkcija, tj. h(x) = f(g(x)) tada
njenu derivaciju dobivamo na sljede¢i nacin:

(x) = (f(9(x))) = f'(9(x)g (x).
Derivacija slozene funkcije se jo§ zapisuje i na sljede¢i nacin:

flg(@)) = [f(u) g'(x)
u = g(x),
§to nazivamo i pravilom o ulan¢anom deriviranju.
Primjer 3.22. Derivirajmo funkciju f(x) = (x + 1)3.
Ovdje je f(z) = u?, g(z) =z + 1.
Deriviramo po pravilu o ulanc¢anom deriviranju:

(@ +17°) = f(u)g'(z) = () (x+1) = 3u® 1= 3(x+ 1)*

Deriwvirati smo mogli 1 direktno (bez raspisa f(x) =u?, g(x) =z +1 ).
(z+1)3) =3+ 1)*(x+1) =3x+1)?-1=3(x+1)2

Zadatak 3.108. Derivirajte funkcije
a) f(x) = (2z+4)°

b) f(z) = (322 — 22 —1)3

c) f(z) =5 +2

d) f(z) = {/(4z - 3)?

e) f(z) =873,

Rjesenje.

fl(x) = (2z+4)°) =520 +4)* 2z +4) =5(2x+4)*-2 = 10(3z +4)*.
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b)

fl(x) = (B2* =22 —1)*) =3(32° — 22— 1)*’(32* =22 — 1) =
= 3(32% — 2x — 1)*(6x — 2).
c)
filz) = (V5o +2) =((5a+2)2) = %(5x+2)2—1(5x+2),:
= rr2Es= g<5x+2)_é - 225i+2
d)
fla) = (Y[ —=3)) = (4o —3)5) = S(4z — 3)5 (4o — 3)’ =
= “(dr—3)75-4= §(4x ~3)75 = — (; —
e)

flz)=(877?%) =8™7".In8- (7Tx —3)' =8™*.In8-7="7Ing - 872,

Zadatak 3.109. Derivirajte funkcije

RjeSenje.
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f'(z) = (sin(3z))" = cos(3zx) - (3x) = cos(3z) - 3 = 3cos(3z).

f'(x) = (sin®x)’ = 2sinz - (sinz) = 2sinz cos .

f'(x) = (cos®(5x +2)) = 3cos?(5x +2) - (cos(5x + 2))
= 3cos’(5x + 2)(—sin(5x + 2))(5x + 2)
= —15cos?(5z + 2) sin(5x + 2).

d)

F(z) = (cos(Inz)) = —sin(lnz)-(Inz) = — sin(ln z) i _ - sin:gln x)

1
.2 .9 : :
f'(x) = (In(sin®zx)) = ,n2x(s1n x) = SiIl2CE(2 sinz - (sinz)") =
2sinzcosx  2cosw
= ) = — =2ctgx.
sin® x sin z

f)

f,(I) — (€x2+63:—2)/ — €m2+61—2(x2 4 61‘ . 2)/ — 6172—1—633—2(21, + 6)

g)

T3 3
f(@) = (Vigh) = (tgha) = Steba- (tgz) = Stob-

Zadatak 3.110. Derivirajte sljedece funkcije

a) f(r)=(z+3)3(x+2)*
b) f(z) = (3z +6)*(4x + 5)"
c) f(z) =2z +1)Va® +4.

Rjesenje.
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f'(x)
b)

f'(x)
c)

()

Zadatak 3.111. Derivirajte funkcije

(z+3)%(z+2)°) =

(z+3)%) (@ +2)"+ ((z+2)°) (2 +3)° =

3(x43)*(z +3)(x+2)* +2(z + 2)(z + 2)'(x + 3)° =
3(z 4+ 3)*(z +2)* + 2(z + 2)(x + 3)°.

((3z + 6)*(4a +5)7) =

4(3x +6)*(3z 4+ 6) (4 + 5)" + 7(4x + 5)%(4x + 5)/(3x + 6)* =
432 +6)% - 3(4x +5)" + 7(4x +5)° - 4(3z 4+ 6)! =

12(3z + 6)3(4x + 5)7 + 28(4z + 5)5(3z + 6)*.

(22 + 1)Va? +4)
2vVad +4+ (2x+1)

1
2V a3 +4

=2v+1)Vad +4+ 22+ 1)(Vr® +4) =

(1‘3 + 4)/ _

2V + 4+ —(256 )

3+ 4

a) fz) = /55

b) f(x) = G2

©) fa) = ST

d) f(z)=2%In(4x + 8)

e) f(z) =In =1t

f) f(z) = Vsinzcosz.
RjeSenje.
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b)

d)

F

(

e BT (22 4 8y 4+ 7Y Inx —

r+5 2z +4)(3x+5) —

w4\ 1
3x+5) o

2x+4
3z+5

20+ 4\
3x+5)

/3
20+ 4

(3xz + 5)?

(3 +5)(2c+4)

-2

3z+5
2x+4

/3
2v + 4

(3z +5)2

T+52B32+5)—32r+4) 1 [3r+5
T2V 2z 4 4(

3x +5)2

cos?

<sin(4.r) ) _ (sin(4x)) cos” z — (cos® )’ sin(4x) _

(cos? x)?

cos(4x)(4x) cos? x — 2 cos z(cos z)’ sin(4x)

cos*
4 cos(4x) cos? & — 2 cos x(— sin x) sin(4x)

cost x
cos (4 cos(4x) cos x + 2 sin x sin(4x))

cos? x

4 cos(4x) cos x + 2 sin x sin(4x)

Inz

cos® x

Inz — (Inz

)/6x2 +8x+7

2 / 2
e +8x+7) (ex +8:c+7)/

Inz

1 224-8x+7

3z +5)2

e e?* T84T (27 4 8) Ing — Le*F8a+7

Inz

eV 8T (In (21 + 8) —

:)

In? 2

(2% In(4x + 8))' = 32* In(4x + 8) + 2*

32% In(4x + 8) +

3

4z +
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4o + 8
= 32 In(4x + 8) +

T

3

+2

Inz

(4x +8)" =



f)

| 22+ 4z + 2\’ 1 22+ 4z + 2\’
n——m—m—— —= et
x4+ 3 22 +4w+2 T+ 3

z+3
t+3 (@P+4x+2)(r+3)— (2P +4x+2)(x+3)
r2 + 4z + 2 (z +3)2 B
r+3 (2e+4)(z+3)—(2®+4x+2)
a2 +4r + 2 (z + 3)2 B
1 2$2+10x+12—x2—4x—2_
a2 + 4z 4 2 z+3 B
1 x?+ 6z 410 2?4+ 6x + 10
w244 +2  x+3 (22 +4r+2)(x+3)

f'(z) = (Vsinzcosz) = ;(sinxcosx)’ =

2+/sinx cosx
1

= ——— ((sinz) cosz + (cosx) sinz) =
2\/sina:cosx(( ) ( ) )

1 . .
= ——(coszcosx —sinzsinx) =

2+/sinx cosx

cos?x —sin’x

2+/sinx cosx

3.8.4 Derivacije viSeg reda

Derivacija drugog reda (druga derivacija) funkcije f(z), u oznaci f”(x) je
derivacija prve derivacije

f'(x) = (f'(«))".

Analogno, derivacija treteg reda je derivacija druge derivacije f”(x) =

(f"(x))'. Opéenito, derivaciju n—tog reda f(x) dobivamo deriviranjem
derivacije (n — 1)-og reda, ili deriviranjem funkcije f n puta.

Zadatak 3.112. Odredite drugu derivaciju funkcija

a) f(z)=6x3+ 722 — 5z + 18
b) f(z)= 327 +51—1

c) f(z)

— 4
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d) f(r) =sin’z
&) f(z) = (20 + )"

Rjesenje.
a)
f'(x) = (62° + To* — 5x + 18) = 182 + 142 — 5
f"(x) = (182* + 14z — 5)" = 362 + 14.
b)

f/(l‘) _ (63x2+5m—1)/ _ 63I2+5x_1(3$2 + 5z — 1)/ _

€3x2+5171 (6.1' + 5)

2 !/
f”(]?) — (6333 +5w—1<6x+5)) —
/
_ <63x2+5x71> (62 + 5) + (62 + 5) ¥ 521 =

= (62 + 5) (62 4 5) + 63 T =
7571 (3622 4 60z + 31).

z+5 -

4 )’_ (4)'(z +5) — (v +5)4 —4
- (z +5)2 ~ (z+5)?

= (

ili deriviramo kao slozenu funkciju

ro=(35) = (Gam) o+ e

Racunamo drugu derivaciju:

" —4 /_ -2\’ __ -3 r
f"(z) = <m) =—4((x+5)7?) = -4(-2)(z+5) *(z+5) =




d)

f'(x) = (sin®x)’ = 2sinz(sinz) = 2sinz cos x

f"(x) = (2sinzcosz) =2 ((sinx) cosz + (cosx) cosz) =

= 2(coszcosz —sinzsinx) = 2(cos® v — sin® z).

flz) = (Qe+7)") =420 +7)°Qr+7) =
422 +7)% -2 =8(22 + 7)3.

f"(z) = 48(2x + 7).

Zadatak 3.113. Odredite derivacija funkcija

a) f(z) = In(ze')
b) f(x) = +/sin?x cosx + cos(5zx)
c) f(z) =Vaxe®

d) f(z) = f(x) = eVee®
e) f(ZE) = eCOS(Qm) sin z+cos? ©
()

= In(sin*(5x)).

3.8.5 Ukupne, prosjecne i grani¢ne vrijednosti

U ekonomiji je uz ukupne vrijednosti ekonomskih veli¢ina jednako vazno
promatrati prosjecne i grani¢ne (ili marginalne) vrijednosti.

Primjer 3.23. 1. Promatramo funkciju C(zx) koja za zadanu razinu proizvod-
nje racuna ukupan trosak proizvodnge. Tada funkcija prosjecnih troskova
AC(z) = @ predstavlja prosjecan trosak proizvodnje po jedinict proizvoda.
Funkcija MC(z) = C'(z) predstavlja marginalni trosak, to jest dodatan
trosak proizvodnje kada na razini x povetamo razinu proizvodnje za
jednu (malu) jedinicu.
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2. Promatramo funkciju R(zx) koja za zadanu razinu proizvodnje ratuna
ukupan prihod poduzeta. Tada funkcija prosjecnih prihoda AR(z) =
@ predstavlja prosjetan prihod po jedinici proizvoda. Funkcija M R(z)
R'(x) predstavija marginalni (ili granic¢ni) prihod, to jest dodatan pri-
hod koji ce biti ostvaren kada na razini x povecamo razinu proizvodnje
za jednu (malu) jedinicu.

3. Promatramo funkciju w(z) koja za zadanu razinu proizvodnje ratuna
ukupnu dobit poduzeta. Primijetimo, w(x) = R(z) — C(X). Tada
funkcija prosjecne dobiti Am(x) = @ predstavlja prosjecnu dobit po
jedinici proizvoda. Funkcija Mm(x) = n'(x) predstavlja marginalnu (ili
granicni) dobit, to jest dodatanu dobit koja ¢e biti ostvarena kada na

razini x povetamo razinu proizvodnje za jednu (malu) jedinicu. Primi-
jetimo: Mn(z) =n'(z) = R'(z) — C'(x).

Primjer 3.24. Pretpostavimo kako proizvoda¢ poznage funkciju prihoda R(x)
(u kunama) u ovisnosti o potraznji x za nekim proizvodom: R(x) = 1500z —
0.0222,0 < 2 < 1000.

a) Izracunajmo graniéni prihod za x = 100.

R'(z) = 1500 — 0.04z = R'(100) = 1500 — 0.04 - 100 = 1496.

b) Izratunajmo promjenu u prihoda pri povetanju potrainje sa 100 na 101
jedinicu.

R(100) = 1500 - 100 — 0.02 - 100? = 149800

R(101) = 1500 - 101 — 0.02 - 1012 = 151295.98

— R(101) — R(100) = 151295.98 — 149800 = 1495.98 ~ 1496.

Ukoliko usporedimo rezultate pod a) i b) mozemo wvidjeti kako se radi
o priblizno jednakim iznosima. Dakle, ukoliko na razini proizvodnje 100
komada povecamo proizvodnju za 1 jedinicu, dobit ¢e priblizno porasti za
R'(100) = 1496 kuna.

Zadatak 3.114. Dana je funkcija prihoda (u tisu¢ama dolara) R(x) = 100z—
22 jedne naftne kompanije gdje x predstavlja broj tisuéa barela nafte prodane
svaki dan.

a) Odredite funkciju koja predstavlja marginalni prihod.
b) Odredite marginalni prihod za prodanih 20000 barela nafte (z = 20).

Inerpretirajte rezultat.
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c) Odredite razliku u prihodima za x = 20 i z = 21.

Rjesenje.

a) Marginalni prihod M R(x) = R'(z) = 100 — 2z.

b) M(20) = 60. Interpretacija: ukoliko na razini prodaje 20 tisuta barela,
prodamo jednu dodatnu tisucu barela nafte, prihod ce priblizno porasti za 60
tisuca dolara.

c) R(21) — R(20) = (100 - 21 — 21%) — (100 - 20 — 20%) = 59.0.

3.8.6 Koeficijent elasti¢nosti funkcije

U ekonomiji je ¢esto od interesa promatrati meduodnose ekonomskih pojava.
Promatramo kako jedna ekonomska veli¢ina reagira na promjenu neke druge
ekonomske veli¢ine s kojom je povezana. Na primjer, mozemo promatrati
potraznju za nekim proizvodom kao funkciju cijene (promatramo potraznju
u ovisnosti o cijeni) te nas interesira kako povetanje cijene nekog proizvoda
utjece na potraznju za tim proizvodom. Ukoliko promatramo povecanje ci-
jene za 1% (na nekoj razini cijene pg), informaciju o relativnoj promjeni
potraznje upravo pokazuje koeficijent elasti¢nosti funkcije potraznje u pro-
matranoj tocki (na razini cijene pg). Opéenito, pod elasti¢noséu podrazumi-
jeva se sposobnost ekonomske veli¢ine, da reagira, vise ili manje intenzivno,
na promjenu neke druge veli¢ine koja je s njom povezana.

Neka je zadana funkcija f : R — R. Koeficijent elasti¢nosti funkcije
y = f(z) u tocki xy definira se formulom:

Ay
E x*limlleim%*g'
Y _Axao% —yAx—>OAJ}_yy7

ili drugacije zapisano:

Ef’z = m /(ZC)

Ekonomski, koeficijent elasti¢nosti promatra odnos relativne promjene
pojave y u odnosu na malu relativnu promjenu pojave z, pri ¢emu pojava y
ovisi o .

relativna promjena od y

Ey,x = . . :
Y relativna promjena od x

U definiciji koeficijenta elasti¢nosti smo promatrali omjere relativnih prom-
jena za (jako) male promjene varijeble  (Ar — 0). Za malu promjenu
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uzima se postotna promjena nezavisne varijable z za 1% i to povetanje za
1%. Dakle, koeficijent elasti¢nosti veli¢ine y u odnosu na promjenu veli¢ine
x priblizno je jednak postotnoj promjeni veli¢ine y kao posljedice povetanja
pojave x za 1%. Koeficijent elasti¢nosti interpretiramo na sljedeéi nac¢in: ako
se veli¢ina x poveta u tocki zg za 1% (dakle na 1.01 - z) tada ée se veli¢ina
y priblizno promijeniti za E,,%, i to priblizno povecati, ako je E,, > 0,
odnosno priblizno smanjiti, ako je F,, < 0.

Primjer 3.25. Zadana je funkcija f(x) = 23 +22% —x—5. Izraéunajte koefi-
cijent elasticnosti funkcije f u odnosu na varijablu x za x = 2 1 interpetirajte
dobiveni rezultat.

Rjesenje.
f(z)=3z>+4z — 1
Epe = 555" () = i (32" + 42— 1)

Erg(zr =2) =32 =422
Ako se varijabla x na razini x = 2 poveta za 1%, funkcijska vrijednost ée
se povetati priblizno za 4.22%.

Zadatak 3.115. Dana je funkcija y = vx? — 1. Odredite x > 0 takav da
njegovo povetanje od 1% uzrokuje povetange od y za 2%.

Rjesenge.

— X X _ 12
2= Vr2—1vVz2—1  x2-1
2=2r2-1
22 =1

r =1 (uwvazavamo cinjenicu x > 0).

Zadatak 3.116. Zadana je funkcija troskova T(q) = ¢ — 2q, gdje je q
koli¢ina proizvodnje. Izracunajte koeficijent elasticnosti u odnosu na proizvod-
nju q = 2 1 interpretirajte rezultat.

Rjesenje.

T'(q) = 30"~ 2

Brg = 7T(0) = =% (3¢° — 2)
Erg(g=2) =5.

Ako se proizvodnja na razini ¢ = 2 poveta za 1%, troskovi ¢e se povetati
za 5%.
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3.9 Ekstremi i monotonost funkcije

Pojam monotonosti i ekstrema ve¢ je opisan u odjeljku gdje su opisana neka
globalna svojstva funkcija. Sjetimo se, funkcija je monotona ako je rastuca
ili padajuca. Pojam monotonosti funkcije usko je povezan sa derivacijom
funkcije.

Neka je f : X — R rastuca funkcija, dakle vrijedi: ako za svaki x1, x5 €
vrijedi x; < x5 (f rastuca na I) tada je f(z1) < f(x2) to jest'(x) > 0 za sve
xel.

Naime, vrijedi:

f(.fll'l) < f(ZCQ) — f(l’g) — f(.fll'l) >0ize > = 290—21 >0

N f(z2) — f(z1) > 0,
T2 — 11
Sto vrijedi za sve x1, x5 € 1.
Stoga za svaki zp € I imamo f'(z) = lim

T—T0o

Dakle, ukoliko je funkcija f : X — R rastuca na intervalu I C R tada
je f'(x) > 0 za sve x € I. Analogno, vrijedi ukoliko je funkcija f: X — R
padajuc¢a na intervalu I C R tada je f'(z) <0 zasve x € I.

Razmotrimo sada kako se traze lokalni ekstremi funkcije. Za pocetak, raz-
motrimo slucaj trazenja maksimuma funkcije. Na donjem grafu je prikazana
funkcija koja ima maksimum u tocki z¢.Na grafu se moze vidjeti kako je tan-
genta u tocki makismuma (u tocki zy) paralelna s z—osi, te je njen koeficijent
smjera jednak nuli. Sjetimo se, dervacija funkcije u tocki xq jednaka je koefi-
cijentu smjera tangente ¢t povucene na graf funkcije u tocki (zo, f(zo)).Prema
tome, vrijednost prve derivacije u tocki makismuma je jednaka nuli. Ovdje
smo "presutno" pretpostavili da prva derivacija funkcije postoji.

f)flro) 5

r—x

Nadalje, primijetimo kako postoji okolina oko tocke z( tako da

e funkcija f raste za x < xy, (i stoga je f'(z) > 0).
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e funkcija f pada za x > zg, (i stoga je f'(z) < 0).
U samoj tocki z predznak derivacije se mijenja pa je f’(xq) = 0.

Na slican nacin se analizira i slucaj trazenja minimuma funkcije. Tada
je je tangenta u tocki minimuma (u tocki xy) paralelna s x—osi, te je njen
koeficijent smjera jednak nuli. Prema tome, vrijednost prve derivacije u
tocki minimuma je jednaka nuli. Nadalje, primijetimo kako postoji okolina

oko tocke xq tako da:
e funkcija f pada za x < zg, (i stoga je f'(x) < 0).
e funkcija f raste za x > zy, (i stoga je f'(z) > 0).
U samoj tocki zo predznak derivacije se mijenja pa je f'(xg) = 0.

Uvjet f'(zo) = 0 nuzan je uvjet za egzistenciju lokalnog ekstrema. Dakle,
ukoliko funkcija f(z) ima lokalni ekstrem u tocki xq tada je f'(zq) = 0. Tocke
koje su rjesenja jednadzbe f’(xy) = 0 nazivamo stacionarnim tockama
funkcije f(x). Stacionarne tocke su kandidati za ekstreme funkcije f(z).
Dakle, ne moraju sve stacionarne tocke ujedno biti i ekstremi funkcije, sto
znaci da uvjet f’(z) nije i dovoljan uvjet za egzistenciju ekstrema. Slijedi
primjer takvog slucaja.

Primjer 3.26. Zadana je funkcija f(x) = 3.

Nadimo stacionarne tocke ove funkcije.

f'(z) = 0= 32? = 0 = z = 0 je stacionarna tocka.

Na grafu funkcije f(x) = 2 mozemo uociti kako v = 0 nije ekstrem
funkcije f.Primijetimo kako je funkcija f(z) = 23
te je neogranicena.

rastuca na cijeloj domeni

y 100 T
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Dakle, x = 0 je stacionarna tocka, ali nije i ekstrem funkcije.

Da bi funkcija f(z) imala ekstrem u tocki 2 = x¢ nuzno je i dovoljno da
vrijedi:

1. f’(l’o) = O,
2. prva derivacija mijenja predznak prolaze¢i kroz zg.

Vidjeli smo kako pronaéi ekstrem funkcije f(z) (ako postoji). Jos pre-
ostaje vidjeti kako odrediti radi li se o minimumu ili maksimumu funkcije

f(=@).
U slucaju kada funkcija f(z) u tocki z = xy ima maksimum vrijedi:
zar < xo, f(z) raste = f'(x) > 0,
zax = o (stacionarna tocka) — f'(z) =0,
zax > g, f(x) pada= f'(z) <O.
Ocito je kako u ovom slucaju prva derivacija pada na okolini tocke xg $to

znaci da je derivacija te prve derivacije f” u toc¢ki xy negativna, to jest
f"(zo) < 0.

U slucaju kada funkcija f(z) u toc¢ki z = xy ima minimum vrijedi:

zar < xo, f(z) pada = f'(x) <0,
za T = ¢ (stacionarna tocka) = f’'(z) =0,

zax > g, f(x) raste = f'(x) > 0.

Ocito je kako u ovom slucaju prva derivacija raste na okolini tocke x( §to
znaci da je derivacija te prve derivacije f” u tocki xg pozitivna, to jest
f”(ZL’()) > 0.

Dakle, ekstrem funkcije trazimo na sljedeci nacin:
1. Deriviramo funkcijuf(z), tj. racunamo f'(z).
2. Trazimo stacionarne tocke funkcije rjesvajuéi jednadzbu f'(z) = 0.

3. Za svaku stacionarnu tocku provjeravamo je ona ujedno i ekstrem
funkcije. Provjeru vrsimo na sljede¢i nacin:

f"(z0) > 0=> 0 je totka minimuma
f"(zg) < 0= x( je totka maksimuma
f"(zg) = 0= u x ne donosimo odluku, potrebna daljnja analiza.
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U slucaju kada je f”(z¢) = 0 provodi se analiza derivacija viseg reda.
Deriviranje se nastavlja sve do prve derivacije viseg reda koja je razlic¢ita od
nula u tocki zy. Dakle, trazimo prvi n takav da je f™(z) # 0. Ukoliko je n
neparan, tada funkcija f nema ekstrem u tocki xy. Ukoliko je n paran tada
funkcija f ima ekstrem u tocki zo. Pri tome, ako je f(zy) > 0 funkcija u
tocki o ima minimum, a ako je f(zy) < 0 funkcija u o ima maksimum.

Primjer 3.27. Na ovome primjeru temo pokazati kako odrediti lokalne ek-
streme 1 intervale monotonosti funkcije f(x) = 223 — 322 + 25. Moguce je
problem rjesavati na dva nacina: prvo odrediti tocke lokalnih ekstrema, a
zatim intervale monotonosti funkcije, ili prvo odrediti intervale monotonosti
funkcije, a zatim lokalne ekstreme funkcije. U ovom primjeru prikazat cemo
oa nacina.

1. mnaéin: prvo odredimo lokalne ekstreme funkcije, a zatim intrevale
monotonostu.

U svakom pristupu prvi korak je derivirati funkciju f(z).

Deriviramo funkciju

f'(x) = 62 — 6.

Trazimo nul tocke derivacije
6$2—6IL’:0:>£U1:O, Ty = 1.

Tako dobivamo stacionarne tocke (nul-tocke prve derivacije). Dakle,
0 ¢ 1 su stacionarne tocke. One mogu, ali ne moraju biti ekstremi funkcije.
Daljnju analizu provodimo na dva nacina:

Prvo trazimo ekstreme, zatim odredujemo intervale rasta i pada. Prov-

jeravamo jesu li dobivene stacionarne tocke ekstremi. Treba nam druga
deriwacija funkcije.
f"(x) =12z — 6.

Provjeravamo je li stacionarna tocka ujedno i ekstrem funkcije:

f"(0) = 12:0—-6=—6 < 0= 0 je tocka maksimuma
f'(1) = 12:1-6=6>0= 1 je totka minimuma

Vrigednosti koje se postizu u minimumu, odnosno maksimumau:

£(0) 2.0°—3-0%+25 = 25,
f(1) = 2-1¥—-3-12 +25=24.
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Minimum ¢emo oznacavati sa malim slovom m , dok maksimum oz-
nacavamo sa velikim slovom M :

m(1,24), M(0,25)

Tocke minimuma 1 maksimuma moZemo i oznaciti na viSe nacina, na
primjer:T,(1,24), Ta(0,25) ili Tiin(1,24), Timax(0, 25).

Jo§ je potrebno odrediti intervale rasta i pada. Kako funkcija lijevo od
maksimuma raste, a desno od maksimuma pada, te lijevo od minimuma pada,
a desno od minimuma raste, u naSem primjeru mozemo zakljuciti:

funkcija raste na (—00,0) U (1,400), a pada na intervalu (0,1) .

2 nacin: prvo odredimo intervale monotonosti, a zatim lokalne ekstreme
funkcige.

Intervale rasta i pada odredujemo pomocu prve derivacije i to na sljedeci
nacin: ukoliko na intervalu I prva derivacija f'poprima samo pozitivne vri-
jednosti to znac¢i da na istom intervalu funkcija f raste. Analogno, ukoliko
na intervalu I prva derivacija poprima samo negativne vrijednosti, to znaci
da funkcija f na istom intervalu pada. U analizi su nam potrebne nultocke
prve derivacije jer se u njima mijenja predznak. Crtamo tablicu u kojoj
odredujemo intervale monotonosti i ekstreme funkcije.

(—00,0) | (0,1) | (1,+00)
f'(z) = 62 — 62 - — +
f(x) / N /

Sada iz tablice ocitamo lokalne ekstreme postujuci pravilo da funkcija li-
jevo od tocke maksimuma raste, a desno pada, te da funkcija lijevo od mini-
muma pada a desno raste. Slijedi da funkcija f u 0 postize maksimum, dok
u 1 postize minimum, kao i u prvom dijelu zapiSemo

m(1,24), M(0,25).

Zadatak 3.117. Odredite lokalne ekstreme i intervale monotonosti funkcije
f(z) = ta* — 322,

Zadatak 3.118. Rjesenje.

Deriwiramo: f'(x) = x3 — 922

Trazimo nultocke prve derivacije: f'(x) = 0= 2% —92% = 0 = 2*(v —
N=0=121=0,20=09.

Dalje, analizu monotonosti provest cemo na dva nacina.
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1. Prvo trazimo ekstreme, koristimo drugu derivaciju:
f"(z) = 3z* — 18z.
f"(0) = 0 =>ne donosimo odluku.
f7(9)=3-92—-18-9 =81 > 0 =>u 9 se postize se minimum.
Vrijednost minimuma je f(9) = $9* — 3. 93 = — 257,

Funkcija pada na intervalu (—o0,9) , a raste na intervalu (9, +00) .

Oznaéimo minimum m(9,

2. Drugi nacin je prvo traziti intervale monotonosti, zatim ekstreme.

(—00,0) | (0,9) | (9,+00)

z? + + +
-9 — — +
/! ~ — +

f N\ N\ /

Iz tablice ocitavamo jedini ekstrem, radi se o minimumu u tock:t 9, oz-

naéimo ga m(9, —25%).

Zadatak 3.119. Odredite lokalne ekstreme i intervale monotonosti funkcije
f(z) = e22°+32% 12z

Rjesenge.

Deriviramo : f'(x) = e2*°+37°~122(622 4 6z — 12).

Sada trazimo nultotke e**°+37* =127 (622 4 61 — 12) = 0.

Primijetimo kako je ¢2**+37°=122 > () zq spe z € R.

6JI2+6I—12:0:>I1:—2, To = 1.

Crtamo tablicu

(—00,—2) | (—2,1) | (1,+00)
e2x3+3x2—12m + T +
6x% + 62 — 12 + — +
f + — +
f / N\ /

Funkcija raste na < —oo0, —2 > U < 1,400 >, a pada na < —2,1 > .

Odredimo ekstreme:

totka maksimuma je —2 . Vrijednost maksimuma je f(—2) = 22’ +32°-122
54.598.

totka minimuma je 1. Vrijednost maksimuma iznosi f(1) = 231121
0.00091.
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M(—2,54.59), m(1,0.00091).

Zadatak 3.120. Odredite lokalne ekstreme i intervale monotonosti funkcije
f(x) = z* — 5022

Rjesenje.

Deriwiramo f'(x) = 4z — 100z.

Stacionarne tocke: 4x3 — 100x = 0 = 4x(2? —25) =0 = 21 = 0,25 =
—5,x3 = 9.

Crtamo tablicu:

4o — — + +
z* — 25 + — — +
f(x) - + — +
f(x) N / N /

Funkcija pada na intervalu (—oo, —5) U (0, 5) , a raste na (—5, 0)U(5, +00) .
Funkcija ima dva minimuma i to u tockama —5 1 5, vrijednosti minimuma
iznose f(—5) = (—5)*—50(—5)? = —625 odnosno f(5) = 5*—50-5% = —625,
te jedan maksimum u tocki 0 i taj maksimum iznosi f(0) = 0* — 50 - 02 = 0.
Lokalne ekstreme zapisemo u obliku

mq (=5, —625), M(0,0), ma(5, —625).

Zadatak 3.121. Odredite intervale monotonosti i lokalne ekstreme funkcija

a) [(2) = mrg o
(Rj.: Funkcija pada na (—oo, —3) U (1, 400) , raste na (—3,1).

4 7 28

b) () = <128
(Rj.: Funkcija raste na (—oo, —3) U (3, +00) , pada na (—3,3).
c) flz) =—1z" — 2%+ 222 + 100
(Rj.: Funkcija raste na (—oo,—5) U (0,1), pada na (—5,0) U
(1,400);
M(—-5,-139.5),m(0,100), M(1,100.91).)
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Zadatak 3.122. Zadana je funkcija prosjecnih prihoda u ovisnosti o kolicini
proizvodnje q

1
AR(q) = —Zq4 + 3¢ — 7¢* 4 100.

Odredite lokalne ekstreme i intervale rasta i pada funkcije AR(q).
Rjesenge.
Prvo deriviramo funkciju AR(q).
AR'(q) = —¢* + 9¢* — 14q.
Dalje, traZimo stacionarne tocke rjeSavanjem jednadzbe

—¢* +9¢° — 14g = 0= q(¢* + 9¢ — 14) = 0.

Dobivamo stacionarne tocke g = 0,90 = 2,93 = T7.
Crtamo tablicu 1 wvaZavamo da je q > 0.

0,2> | (2,7) | (7,400)
q + + +
@+9¢—14| + — +
AR'(q) + - +
AR(z) / N\ /
Dakle, maksimum funkcije prosjecnih troskova postize se za q = 2, a

minimum za q =17 1 q = 0.
Racunamo vrijednosti minimuma i maksimuma:

AR(0) = 100,
AR(2) = —1.24 43.93 —7.22 1 100 = 92,
AR(T) = —1. 744373 7.7 1 100 = 7,

Zadatak 3.123. To jest, imamo totku lokalnog maksimuma M (2,92) 1 dvije
totke lokalnih minimuma my(0,100) i mo(7, 732). Funkcija AR raste za q €
(0,2) U (7,+00) i pada za (2,7).

Zadatak 3.124. Zadana je funkcije f(x) koja opisuje dobit poduzeta ovis-
nosti o kolicini proizvodnje x

T+ 2

fl@) = 22+ 2

a) Odredite kolika jdobit na razini x = 3.
b) Odredite intervale rasta i pada te lokalne ekstreme funkcije f(x).

Rjesenge.
a) f(3) = 355 = 3.
x / 2422224z —z?—4z
b) f'@) = (555) = =Ghr = = oo
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Rjesavanjem jednadzbe f'(x) = 0 dobivamo stacionarne tocke 1 = 0.45 i
Ty = —4.45, no primijetimo da rjeSenje o = —4.45 nema ekonomskog smisla
buduér da x > 0.Stoga ga odbacujemo i samu tablicu u kojoj analiziramo rast
it pad funkcije promatrano samo za x > 0.

[0,0.45 > [ (0.45, +00)
—x? —4x +2 + —
(2* +2) + +
—x?—4x
J'o) = Zemai | 4 -
f(x) / N\

Funkcija postize maksimum u tocki M (0.45,1.11). Funkcija raste za x €
[0,0.45 >, a pada za z € (0.45, +00) .

Zadatak 3.125. Zadana je funkcija ukupnih troskova C(q) = —15¢° + T¢>.
Na kojem su nivou proizvodnje prosjecni troskovi minimalni i koliko iznose?
Rjesenge.

Funkcija prosjecnih troskova dana je izrazom AC(q) = % = —15¢*+7q.

AC(q) = 92 — _15¢2 +7¢

q
AC'(q) =0 = q = 55 = Tmin(gg) = 0.191.

Zadatak 3.126. Zadane su funkcije ukupnih prihoda R(q) = 12q — 4q¢* i
ukupnih troskova T(q) = 6¢*> — 15q, gdje je q koli¢ina proizvodnje. Za koju
razinu proizvodnje se ostvaruje maksimalna dobit?

Rjesenge.

Funkcija dobiti: D(q) = R(q) — T(q) = 27q — 10¢>.

D'(q) =27—-20g =0 = q= 2.

D"(q) = —20 < 0 pa je u tocki ¢ = % lokalni maksimum.

D(%) = 18.225.

Maksimalna dobit iznosi 18.225, a ostvaruje se na razini proizvodnje g—g.
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Zadatak 3.127. Zadane su funkcije ukupnih prihoda R(q) = —12¢*+10q+7
i ukupnih troskova T'(q) = 2¢>+9q—7, gdje je q kolicina proizvodnje. Za koju
razinu proizvodnje se ostvaruje maksimalna dobit i koliko iznosi maksimalna
moguéa dobit?

(Rjesenje: q = %, Dmax(zis) =0.518.)

Zadatak 3.128. Zadane su funkcije ukupnih prihoda R(q) = 13¢*> — q i
funkcija ukupnih troskova C(q) = 2¢*—10q, gdje q oznatava koli¢inu proizvod-
nje.

a) Odredite funkciju dobiti i izracunajte kolika je dobit na razini proizvodnje
q=3.

b) Odredite funkciju grani¢ne dobiti i interpretirajte rezultat na razini ¢ = 2.

3.10 Konveksnost i konkavnost funkcije

Neka je funkcija f dva puta diferencijabilna na otvorenom intervalu I (postoji
druga derivacija). Ako je na tom intervalu f”(z) > 0, onda je funkcija
konveksna. S druge strane, ako je na tom intervalu f”(x) < 0 tada je
funkcija konkavna. Konveksnost i konkavnost se moze opisati i pomoéu grafa

funkcije. Za graf derivabilne funkcije f kazemo da je konkavan u intervalu
{a,b) ako se on nalazi ispod tangente u bilo kojoj tocki navedenog intervala.
Suprotno, za graf derivabilne funkcije f kazemo da je konveksan u intervalu
(a,b) ako se on nalazi iznad tangente u bilo kojoj tocki navedenog intervala.

Primjer 3.28. Pokazimo da je funkcija f(x) = x* konveksna funkcija.
Racunamo drugu derivaciju funkcije.
fl(x) =2z = f"(z) =2 >0 za sve x pa je funkcija konveksna.

20T

10T

-4 -2 0 2 4

X

Konveksna funkcija f(x) = x?
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Primjer 3.29. Pokazimo da je funkcija f(x) =+/x , f : RT — R konkavna.
Ratunamo drugu derivaciju funkcije.
flx) = %x_% = f'(z) = _Tlx_TS < 0 za sve x € R" pa je funkcija
konkavna.

Konkavna funkcija f(z) =+/x

Funkcija na svojoj domeni moze biti dijelom konveksna, a dijelom konkavna.
Tocka u kojoj funkcija iz konveksnog oblika prelazi u konkavan (ili obratno)
naziva se tocka infleksije. Budu¢i da druga derivacija u tocki infleksije mi-
jenja smjer vrijedi da je vrijednost druge derivacije u tocki infleksije jednaka
0. Dakle, ako je xy tocka infleksije funkcije f(x) tada je f”(z) = 0.

Zadatak 3.129. Odredite intervale konveksnosti i konkavnosti funkcije f (x) =

T

TraZ’
Rjesenje.
. . .. e 290(:]0273)
Racunamo drugu derivaciju funkcije f'(x) = R

Ratunamo tocke infleksije

2z (2% — 3)
(1+22)°

Dobivamo tri tocke infleksije 11 = 0, 29 = V3 i 3 = —/3. Jos je
potrebno odrediti predznake druge derivacije i na temelju toga donijeti za-

kljucak o konveksnosti i konkavnosti. Analizu prikazujemo u tablici pri cemu
koristimo oznaka konveksnosti U, dok konkavnosti oznacujemo s N.

flx)=0= =0= 2z (2> -3) =0.

—00 | =3 |0 | V3| +o0
fx) | — + | = |+
f(x)|n uln |uU

Zadatak 3.130. Odredite podrucje konveksnosti © konkavnosti funkcije dane
izrazom f(z) = 23 + 22 — 6z + 4.

(Rjesenje. Funkcija je konkavna na intervalu < 0,—0.3 > i konveksna na
intervalu < —0.3,+00 > .)
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Zadatak 3.131. Dana je funkcija proizvodnje Q(L) u ovisnosti o radu L s
Q(L) = —10L3 + 300L2.

a) idzvedite funkciju produktivnosti % 1 granicne produktivnosti % rada,

b) izracunajte stopu promjene proizvodnje na nivou L = 10 i interpretirajte
rezultat,

c) izracunagte kolicinu rada koja maksimizira proizvodnju. Koliko iznosi
maksimalna proizvodnja?

d) Nadite intervale rastuéih i opadajuéih prinosa i povezite to s intervalima
konveksnosti i konkavnosti funkcije proizvodnje. Sto zakljutujete?

Rjesenje.

a) § = FLOLH0LY — 1072 1 300L, %2 = —30L% + 600L.

b) 3—%(10) = Q'(10) = 3000. Ako se na razini L = 10 rad poveta za jednu
malu jedinicu, proizvodnja ce se povecati priblizno za 3000 jedinica.

¢) Q'(L) = —30L? 4+ 600L = 0.

L(—30L + 600) = 0 = L = 20.

Q'(L) = —60L + 600.

Q" (L) = —60.

Za kolicinu rada L = 20 postize se maksimalna proizvodnja © ona iznosi
Q(20) = —10 - 203 + 300 - 20% = 40000.

d) Prinosi ¢e biti rastu¢i za one kolitine rada gdje je druga derivacija
pozitivna, a opadajuci gdje je negativna.

Q"(L) = —60L + 600 > 0 za L < 10.

Q"(L) = —60L + 600 < 0 za L > 10.

Dakle, za L € (0,10) prinosi su rastuéi i u tom intervalu je druga derivacija
funkcije proizvodnje pozitivna, a za L € (10, 4+00) prinosi su padajuéi i u tom
intervalu je druga derivacija funkcije proizvodnje negativna.

Primjer 3.30. Dana je funkcija ukupnih troskova T(q) = %q?’ —4q® +q—2.
a) izvedite funkciju grani¢nih troskova,
b) odredite intervale konkavnosti i konveksnosti funkcije ukupnih troskova.

Rjesenge. a) T'(q) = 2¢> — 8¢ + 1,
b) T"(q) = 4g — 8 = 0 Funkcija je konveksna za 4¢ — 8 > 0 odnosno za
q > 2. Funkcija je konkavna za 4q¢ — 8 < 0 odnosno za q < 2.

Zadatak 3.132. Dana je funkcija ukupnih prihoda R(q) = 3¢° —2¢*+q+6.
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a) idzvedite funkciju grani¢nih prihoda,
b) odredite intervale konkavnosti i konveksnosti funkcije ukupnih prihoda.

Rjesenje. a) R'(q) = 34> —4q +1

b) Konkavna za q € (O, %), konveksna za q € (%, +oo).

Zadatak 3.133. Zadana je funkcija koja opisuje broj prodanih proizvoda u
odnosu na sredstva x ulozena u reklamu f(x) = /o + 2. Ispitajte konvek-
snost/konkavnost funkcije.

Rjesenge.

f'(@) = 570 /(@) = —ﬁ <0

Druga derivacija funkcije f  je negativna na cijeloj svojoj domeni Sto
znaci da je na cijeloj domeni funkcija f konkavna.

Zadatak 3.134. Zadana je funkcija koja opisuje potraznju za nekim proizvodom

f(z) = ﬁ. Ispitajte konveksnost/konkavnost ove funkcije.
Rjesenje. Funkcija je konveksna na cijeloj svojoj domeni.

3.11 Skiciranje grafa funkcije

Graf funkcije jedne varijable y = f(x) je skup svih tocaka (z, f(x)) u ravnini
gdje je x € D;. Kako bismo bez mnogo muke graficki prikazali funkciju
potrebno je:

1. Odrediti domenu funkcije Dy.
2. Odrediti sjecista sa koordinatnim osima:
e sjeciste sa x — osi (rjesavamo jednadzbu f(z) = 0),
e sjeciste sa y — osi (v = 0).
3. Odrediti asimptote funkcije.
4. Odrediti intervale monotonosti i lokalne ekstreme funkcije.
Naravno, ukoliko bismo zeljeli dobiti sto precizniji graficki prikaz funkcije,
preporuka je provesti i analizu konveksnosti i konkavnosti, periodi¢nosti i
parnosti, odnosno neparnosti funkcije. No, mi ¢emo se zadrzati na ove cCe-

tiri tocke. Potrebno je napomenuti kako je u mnogim slucajevima moguce
skicirati graf funkcije bez provodenja analize u ova cetiri koraka.
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Primjer 3.31. Skicirajmo graf funkcije f(r) = ——.

1. Odredimo domenu funkcije

12— 9#40= 1z +#+3= D =R\{-3,3}.

. Odredimo sjeciste sa x — ost :

9

y=0= = 0 = nema rjesenja, tj. funkcija nema nul-tocaka.

729
Odredimo sjeciste sa y — 0si :
r=0=—=y= % = —1.

. Odredimo asimptote funkcije
HORIZONTALNA ASIMPTOTA

lim -2 =0
2—too €279 ’

lim -2 =0.
r——00 z2-9

y = 0 je horizontalna asimptota.
VERTIKALNA ASIMPTOTA

Trazimo je u rubovima domene, u nasem primgjeru to su tocke —3, 3.

dim = () =400 lim ot = () = —oo.
— = -3 je V.A.
mlf?_ 5 = (gh) = —o0 xlgg - = (gF) = +oo.

= x =23 je V.A.

Kosu asimptotu ne racunamo jer imamo horizontalnu.

4. Odredimo intervale monotonosti i lokalne ekstreme

f'(2) = =55
fllr)=0=2z=0.

(=00,0) | (0, +00)
—18x + —
(2% —9)? + +
A I
f / N\

—

Maksimum se postize u 0 i iznosi f(0) = —1 = M (0, —1).

Dobivamo skucu:
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Zadatak 3.135. Skicirajte graf funkcije f(z) = ;);‘%

1. Odredimo domenu funkcije

3r+6=0— 2 = —2.

2. Odredimo sjecista sa koordinatnim osima

S . _ 1-9z __ _ _ 1
Sjecidte sa x — ost: Yy=0—= 55 =0=1-92=0=u0=3.
. .y . _ 170_1
Sjeciste sa y — 0si: t=0= % =5

3. Odredimo asimptote funkcije:

Horizontalna asimptota:

: 1-9z _ : 1-92 _
im 376 =3 IEIEOO 8046 — O
=y =—3 je HA.
Vertikalna asimptota:
co1-9x _ (19 _ co1-9z _ (19 _
zgg* 3z4+6 (5=) = —oc x£g+ 3z+6 (g5) = +oo

— x=-2je V.A.

Kosu asimptotu ne traZimo jer imamo horizontalnu.

4. Odredimo intervale monotonosti:

fl(x) = ﬁ = funkcija je padajuca na cijeloj domeni.

Dobivamo skicu :
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19 x
9= 336

Zadatak 3.136. Skicirajte grafove funkcija

a) f(z) = £
Rj.

6
2

b) f(x) =%

Rj.
0= 3y oT
12
c) f(r)= =1
Rj.
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0= ;‘i 1 M

5 5
27T
41

3.12 Zadaci za vjezbu - gradivo funkcija

Ispit 3.1. Rijesite zadatke

1. Zadana je funkcija

f(s) —In <x2 —25)

3+
a) Odredite prirodno podruéje definicije funkcije.

b) Odredite prvu derivaciju funkcije.

2. Zadana je funkcija prosje¢nih prihoda u ovisnosti o koli¢ini proizvodnje
q

1
AR(q) = Zq‘1 —3¢* +9¢* + 50.

a) Ispitajte lokalne ekstreme i intervale rasta i pada funkcije AR(q).
b) Odredite funkciju ukupnih prihoda, te izracunajte koliko iznose
ukupni prihodi na razini ¢ = 2.

3. Zadane su funkcije ukupnih prihoda R(q) = 15¢*+4¢q i funkcija ukupnih
troskova C(q) = 5¢* — 2q, gdje ¢ oznacava koli¢inu proizvodnje.

a) Odredite funkciju dobiti i izra¢unajte kolika je dobit na razini proizvod-
nje q = 3.

b) Odredite funkciju grani¢ne dobiti i interpretirajte rezultat na razini
q=2.

4. Zadan je graf funkcije f(z)
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a) Odredite: lim f(z), lirf f(x), ling_ f(z), lin%+ f(x), lirél_ f(z),
li li 1i

lim f(z), lim f(z), lim f(z)

b) Odredite sve asimptote funkcije.

c¢) Odredite intervale rasta i pada funkcije.

d) Odredite lokalne ekstreme funkcije.

5. Odredite inverz funkcije f(z) = $2£2.

6. Dana je funkcija ukupnih troskova T'(q) = §q3 — 8¢> + 2q + 20.
a) izvedite funkciju grani¢nih troskova,

b) odredite intervale konkavnosti i konveksnosti funkcije ukupnih trogkova.

Ispit 3.2. Rijesite zadatke
1. Zadana je funkcija
10 — 2z
fl@)= V —22 + 64
a) Odredite prirodno podrucje definicije funkcije.
b) Odredite prvu derivaciju funkcije.

2. Zadana je funkcija prosje¢nih prihoda u ovisnosti o koli¢ini proizvodnje

q
1 7 10
AR(q) = g$5 + Zx4 + ?m?’ + 2.
a) Ispitajte lokalne ekstreme i intervale rasta i pada funkcije AR(q).

b) Odredite funkciju ukupnih prihoda, te izrac¢unajte koliko iznose
ukupni prihodi na razini ¢ = 2.
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3. Zadane su funkcije ukupnih prihoda R(q) = 30¢+ 20q i funkcija ukup-
nih trogkova C'(q) = 5¢> — 5q, gdje q oznacava koli¢inu proizvodnje.

a) Odredite funkciju dobiti i izracunajte kolika je dobit na razini proizvod-
nje ¢ = 5.

b) Odredite funkciju grani¢ne dobiti i interpretirajte rezultat na razini
q=2.

4. Zadan je graf funkcije f(z)

a) Odredite: xEIPoof(x)’ wgrfoof(x), lim f(x), lirj}rr f(z), im f(z),

——4- z—0~
S, S (@), i f(@), Jimy F(@)

b) Odredite (ukoliko postoje) horizontalne i vertikalne asimptote funkcije.

5. Zadane su funkcije f(z) = 322+ 2z i g(r) = 3z — 2. Rijesite jednadzbu
(fog)(x) = (go f)(x).

Ispit 3.3. Rujesite zadatke

1. Odredite podrucje definicije funkcije

floy=y 28

1. Ispitivanjem odgovarajucih limesa odredite sve asimptote funkcije

122° 4

fa) =
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2. Ispitajte lokalne ekstreme i intervale rasta i pada funkcije

3. Odredite prvu derivaciju funkcije

f(x)= Sméim) + In?(102).

xz

4. Zadana je funkcija prosjec¢nih prihoda

AR(q) = 300q — 60.

a) Izracunajte funkciju ukupnih prihoda. Koliko iznose ukupni prihodi
na razini ¢ = 27

b) Odredite funkciju grani¢nih prihoda te interpretirajte rezultat na
razini ¢ = 3.

5. Zadana je funkcija f(x) = 223+ 42% — 22+ 100. Izracunajte koeficijent
elasti¢nosti funkcije f u odnosu na varijablu x za x = 5 i interpetirajte
dobiveni rezultat.

Ispit 3.4. Rijesite zadatke

1. Odredite podrucje definicije funkcije
f(x) =logs(z* — 3x —4) +4v2 — .

2. Ispitivanjem odgovarajucih limesa odredite sve asimptote funkcije

5+ 52

3. Ispitajte lokalne ekstreme i intervale rasta i pada funkcije

T —2

0 =a5%

4. Odredite prvu derivaciju funkcije
f (x) = sin®(8x) + In(102%) /7.
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5. Odredite podrucje konveksnosti i konkavnosti funkcije dane izrazom
f(x) =2 + 22

6. Zadana je funkcija f(z) = xg’iz Izracunajte koeficijent elasti¢nosti
funkcije f u odnosu na varijablu x za x = 4 i interpetirajte dobiveni

rezultat.
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Poglavlje 4

Dodatak I: primjerci ispitnih
zadataka

Ispit 4.1. Rujesite zadatke

1. Zadana je funkcija R(q) koja opisuje ukupan prihod poduzeéa u ovisnosti
o proizvedenim kolicinama q.

2
R(q) = —gqg +7¢* — 12¢ + 10.

1. a) Odredite koiko iznose prihodi poduzeéa na razini proizvodnje ¢ = 2.

b) Odredite intervale rasta i pada funkcije R te odredite maksimalni
moguci prihod poduzeca.

¢) Odredite funkciju prosjecnih prihoda.

2. Odredite podrucje definicije funkcije i nadite prvu derivaciju funkcije

(@)
f@) =y o

3. Zadan je graf funkcije f(z)




Odredite: lim f(z), lim f(z), lm f(z), lm f(z), lim f(z),

T——00 T—+00 r——1" z——17F z—0~
li li li .
lim () hm f(z), lim f(z)
b) Odredite sve asimptote funkcije.

. Zadane su matrice, izraCunajte inverz matrice A - B.

1 =2

A=|1 =2 ,B:ﬁ j g]
-1 0

. Poduzece proizvodi tri proizvoda Py, Py i P3 od 3 vrste materijala
M;,M; i M3 . Utrosak materijala po jedinici pojedinog proizvoda i
raspolozive koli¢ine materijala dane su u tablici. Odredite koje kolic¢ine
proizvoda proizvesti kako bi se u potpunosti iskoristile raspolozive koli¢ine
materijala.

P1 P2 P3 koli¢ine

My| 2110 30

My| O | 1|3 5}

Ms| 1|11 45

Ispit 4.2. Rijesite zadatke
1. Zadana je funkcija

1l—x
fle) = 2+ 3

Odredite nul-tocku funkcije f(x).

Odredite intervale rasta i pada te lokalne ekstreme funkcije f(z).

2. Odredite podrucje definicije funkcije fi(z) i nadite prvu derivaciju

funkcije fo(z)

fi(z) = 5In(10 — z) +4v/121 — 22

fa(x) = 4/cos(2x)sin®z

3. Zadan je graf funkcije
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Odredite: lim f(z), lim f(z), lim f(z), lim f(z), lim f(x),

T——00 T—+00 z——1" rz——1t z—0~
li li li .
Jig, f(@), im f(z), lim, f(2)
b) Odredite sve asimptote funkcije
c¢) Koliko nul-toc¢aka ima ova funkcija?

d) Koliko lokalnih minimuma ima ova funkcija?

. Zadane su matrice A i B . Izracunajte determinantu matrice A- B — I.

3 -1
A=|—2 -1 ,B:[

1 0 2 =3 2

1 0 0]

. Poduzece proizvodi tri proizvoda Py, Py i P3 od 3 vrste materijala
M;,M, i M3 . Utrosak materijala po jedinici pojedinog proizvoda i
raspolozive koli¢ine materijala dane su u tablici. Odredite koje kolic¢ine
proizvoda proizvesti kako bi se u potpunosti iskoristile raspolozive koli¢ine
materijala.

P1 PQ P3 koli¢ine
My | 1|11 60
My| 0] 1|1 40
M| 2110 50

Ispit 4.3. Rijesite zadatke

1. Zadana je funkcija D(q) koja opisuje ukupan dobi ptoduzeéa u ovisnosti

o proizvedenim koli¢inama q.

1
D(g) = —34" + 25¢.
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a) Odredite koiko iznosi dobit poduzeta na razini proizvodnje ¢ = 4.

b) Odredite intervale rasta i pada prihoda te odredite maksimalnu
mogucu dobit poduzeca.

2. Odredite podrucje definicije funkcije f(z) i nadite prvu derivaciju funkcije

10x — 5
A =\ g

3. Odredite sve asimptote funkcije

10 — 627
22—

f(z)
izracunavanjem odgovarajucih limesa..

4. Zadane su matrice A i B. Izracunajte inverz matrice A - B.

A=1{2 0 ,B:[
1

5. Rijesite sustav jednadzbi

r+y—z = 0

—r—z = =2
y—2z = -2
rT+y—2z = —2

Ispit 4.4. Rijesite zadatke

1. Odredite lokalne ekstreme i intervale monotonosti funkcije

4 16
flz) = 5£5 - Exs +10

2. Odredite podrucje definicije funkcije i prvu derivaciju funkcije

f(z) =In(2x —9) + Va2 — 25
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3. Zadan je graf funkcije

a) Odredite: lim f(z), li£rn (), lim f(x), lim+ f(z), lim f(x),
T——00 T—1+00 r——3" r——3 r——1—
li i li .
lim f(z),. lim f(z), im f(z)
b) Odredite sve asimptote funkcije, te odredite nul-tocku funkcije.
¢) Ima lli ova funkcija lokalnih ekstrema?

d) Odredite intervale monotonosti funkcije.

4. Rijesite sustav jednadzbi

21’1 — X9 + 2333 = -5
xr1+ To9 — 3273 = 4
—X1 + To = 7

5. Poduzete XXX proizvodi tri proizvoda. Ako je u matrici ¢ dana tjedna
proizvodnja poduzeca (gdje je ¢; koli¢ina i-tog proizvoda), u matrici ¢
dani su jedini¢ni troskovi proizvodnje i u matrici p prodajne cijena po

8 4 10 1
jedinici proizvoda. Ako je g = |8 | ¢ = |5 p= [10]| ,e = |1
10 ) 6 1
izrac¢unajte i interpretirajte umnoske:
a) q'p
b) ¢'e
c) ¢ (p—c)

Ispit 4.5. Rijesite zadatke

1. Odredite lokalne ekstreme i intervale monotonosti funkcije

1
flz) = é_l$4 +32° — 5% + 1.
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2. Odredite podrucje definicije funkcije

f(z) = log; (w)

— 12

te nadite prvu derivaciju funkcije.

3. Izra¢unavanjem odgovarajucih limesa odredite sve asimptote funkcije

_2:z;+1
22— 9°

/()

4. Rijesite matri¢cnu jednadzbu

X—-B=XA+C
. -1 -2 -1 2 1 2
akOJeA—{l _5],8—[0 _3},0—{_3 5].
5. Izratunajte determinantu matrice A - B, ako je A =
0 -1 1 2
-2 1 -1 =2/

Ispit 4.6. Rujesite zadatke

S W = =

1. Zadana je funkcija R(q) koja opisuje ukupan prihod poduzeta u ovis-
nosti o proizvedenim koli¢inama q.

1
R(q) = —3¢° +81¢.

a) Odredite koiko iznose prihodi poduzeca na razini proizvodnje ¢ = 5.

b) Odredite intervale rasta i pada funkcije R te odredite maksimalni
moguci prihod poduzeta.

2. Odredite podrucje definicije funkcije f(z) i nadite prvu derivaciju funkcije

fi(x) = In(2? — 25) — 4z + 8

198



3. Odredite sve asimptote funkcije

B 10 — 622

T2

f(x)
izracunavanjem odgovarajuc¢ih limesa..
4. Zadane su matrice A i B. Izrac¢unajte inverz matrice A- B + .C’

5 1 2 -4 1
T I A A I R
1 -1 0 -1 -1

5. Poduzece proizvodi tri proizvoda P;, P; i P3 od 3 vrste materijala
M;,M; i M3 . Utrosak materijala po jedinici pojedinog proizvoda i
raspolozive koli¢ine materijala dane su u tablici. Odredite koje koli¢ine
proizvoda proizvesti kako bi se u potpunosti iskoristile raspolozive koli¢ine
materijala.

P1 P2 P3 koli¢ine
My | 2111 60
My | O | 1 ]2 60
M| 2] 0|2 60

Ispit 4.7. Rijesite zadatke

1. Zadana je funkcija D(q) koja opisuje dobit poduzeta u ovisnosti o
proizvedenim koli¢inama q.

2
D(q) = gq3 + 7¢% + 12¢ + 200.

a) Odredite koiko iznosi dobit poduzeta na razini proizvodnje ¢ = 2.

b) Odredite intervale rasta i pada funkcije D te odredite maksimalni
mogucu dobit poduzeca.

¢) Odredite funkciju prosjecne dobiti.

d) Odredite funkciju grani¢ne dobiti i interpretirajte rezultat na razini
q=4.
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2. Odredite podrucje definicije funkcije i nadite prvu derivaciju funkcije

()

T+

om0 )

3. Odredite sve asimptote funkcije izra¢unavanjem odgovarajuc¢ih limesa

f ()

4. Rijesite sustav jednadzbi

2x1 — 4xy + 313
T1 — To + 223
—371 + x4
—2x1 + 19 + T3

5. Poduzete XXX proizvodi tri proizvoda.

_15+cc
 r—38

= —10

= 10

= 10
20

Ako je u matrici ¢ dana tjedna

proizvodnja poduzeta (gdje je ¢; koli¢ina i-tog proizvoda), u matrici
¢ dani su jedini¢ni troskovi proizvodnje i u matrici p prodajne cijena

9
po jedinici proizvoda. Ako je ¢ = |7
8
izracunajte i interpretirajte umnoske:
a) q'p
b) ¢'e
c) ¢"(p—c)
Ispit 4.8. Rujesite zadatke

3 10 1
c= |3 p=|12],e= |1
2 8 1

1. Odredite lokalne ekstreme i intervale monotonosti funkcije

f(z) = 2* 4+ 122% + 3622

2. Odredite podrucje definicije, te nadite prvu derivaciju funkcije

—2—x
flw) = V 22 + 5 — 14"

3. Na temelju grafa funkcije
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a) Odredite: lim f(z), hrf f(z), link}si f(x), liH:l)’Jr f(x), li%qi f(z),
li li li .

i, f(@), im f(z), lim, f(2)

b) Odredite vertikalnu i horizontalnu asimptotu (ako postoje).

c¢) Odredite intervale rasta i pada funkcije.

4. Rijesite sustav linearnih jednadzbi

20 —2y+z = 5
—r—y+z = 3
r—3y+z = 3
r—3y+2z = 8
-2 2
5. Izra¢unajte inverz matrice A- B — C, akoje A = |1 —1|.B =
-1 0
1 -1 1
[2 3 3}’
1 2 2
CcC=11 -3 1
0 1 0

Ispit 4.9. Rijesite zadatke

1. Odredite lokalne ekstreme i intervale monotonosti i intervale konvek-
snosti i konkavnosti funkcije

1 4
f(z) = —§x4 — §x3 + 32 + 5.

2. Izracunavanjem odgovarajuéih limesa odredite sve asimptote funkcije




3. Rijesite sustav jednadzbi

3r—z = 0
r + 3y
2c +y+2z = 8

13 -1 2 2
4. Odredite inverz matrice A-B4+C,akoje A= -3 2 | .B = ,
0 3 2
0 -1
3 1 -1
CcC=1-21 1
1 2 2

5. Funkcijom p(z) = x? — 62 — 7 opisan je prihod jednog poduzeta u
ovisnosti o broju prodanih proizvoda x.

Zadatak 4.1. a) Koliki je prihod ako se proda 200 proizvoda?
b) Odredite razinu proizvodnje uz koju je prihod poduzeta jednak 0
c) Odredite funkciju prosjecnih prihoda.

d) Odredite funkciju graniénih prihoda

Ispit 4.10. Rijesite zadatke

1. Zadana je funkcija prosjec¢nih prihoda u ovisnosti o broju prodanih
proizvoda x. Odredite lokalne ekstreme i intervale monotonosti funkcije
prosjecnih prihoda.

2 —8

flo) = r+3

2. Odredite podrucje definicije funkcije i prvu derivaciju funkcije

-\

3. Izracunavanjem odgovaraju¢ih limesa odredite sve asimptote funkcije

74:132%—5

/() 4 -2z




4. Rijesite matri¢cnu jednadzbu
AX=X-B

-1 2 0
akojeA=|0 1 1| ,B=
2 2 2

N O =

2
1
1

5. Poduzece proizvodi tri vrste proizvoda koji se obraduju u tri pogona.
Dnevni kapaciteti pogaona (u satima) su: 18 sati za pogon I, 11 sati za
pogon 11, 17 sati za pogon III. Vrijeme obrade pojedinog proizvoda u
pojedinom pogonu dano je u tablici. Izracunajte koje koli¢ine proizvoda
Py, P, i P3 kako bi se u potpunosti iskoristili kapaciteti pogona.

Pogon I | Pogon II | Pogon III
Py 1 1 2
P, 1 1 0
Ps 1 0 1

Ispit 4.11. Rijesite zadatke

1. Zadana je funkcijaR(q) koja opisuje ukupan prihod poduzeta u ovis-
nosti o proizvedenim koli¢cinama q.

2
R(q) = —gq?’ +7¢* — 12q + 50.

a) Odredite koiko iznose prihodi poduzeca na razini proizvodnje ¢ = 3.

b) Odredite intervale rasta i pada funkcije R te odredite maksimalni
moguci prihod poduzeca.

2. Odredite podrucje definicije funkcije i nadite prvu derivaciju funkcije
f(x)
fl) =vV-9+22+In(z +7)

3. Odredite sve asimptote funkcije izra¢unavanjem odgovarajuc¢ih limesa

1+ 2z

fla)=—="

4. Zadane su matrice, izra¢unajte inverz matrice A - B.
4 -1

A=|1 -1 ,B:[(l) :g g]
-1 0
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5. Rijesite sustav jednadzbi
rT—y+z = 5
—r—2y = -5
y+z = 0
20 —3y+z2 = 10

6. Zadana je funkcija troskova T'(q) = 5¢*+8¢, gdje je q koli¢ina proizvod-
nje. Izrac¢unajte koeficijent elasti¢nosti u odnosu na razinu proizvodnje
q = 5 i interpretirajte rezultat.

Ispit 4.12. Rijesite zadatke

1. Zadana je funkcija R(q) koja opisujedobit poduzeéa u ovisnosti o proizve-
denim koli¢inama q.

4
D(q) = —§q3 + 14¢% — 24q + 100.

a) Odredite intervale rasta i pada funkcije D te odredite maksimalni
mogucu dobit poduzeca.

b) Odredite intervale konveksnosti ikonkavnosti funkcije dobiti.

¢) Odredite funkciju prosjec¢ne dobiti.

2. Odredite podrucje definicije funkcije i nadite prvu derivaciju funkcije

f(z)
1= (355

3. Zadan je graf funkcije

a) Odredite: wEerf(x), lim f(z), lim f(z), lim f(z), im f(z),

T—+00 r——1— rz——11 z—1-
lim f(z).

b) Odredite intervale monotonosti funkcije i lokalne ekstreme funkcije.
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. Rijesite sustav jednadzbi
3.’131 — 4LE2 — X3 = —10
T1+ 20+ 223 = 20
—4%1 + 2ZL‘2 = =20
—21’1 + 2£C2 -+ 2.%3 =0
. Poduzete XXX proizvodi tri proizvoda. Ako je u matrici ¢ dana tjedna
proizvodnja poduzeta (gdje je ¢; koli¢ina i-tog proizvoda), u matrici ¢
dani su jedini¢ni troskovi proizvodnje i u matrici p prodajne cijena po
jedinici proizvoda.
8 4 15 1
Akojeq= 20| ¢= [3| p= [11| ,e= |1]| izraCunajte i interpreti-
25 4 10 1
rajte umnoske:
a) qlc
b) ¢'e
c) ¢"(p—o).
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Poglavlje 5

Dodatak 1I: ponavljanje

U ovom odjeljku dan je pomoc¢ni materijal koji sluzi za ponavljanje sred-
njeskolskog gradiva iz matematike. Posebno, dana je kolekcija zadataka
vezana uz gradivo skupova brojeva, te rjeSavanja jednadzbi i nejednadzbi.

5.1 Skupovi brojeva

Proucavat ¢cemo skupove: prirodnih, cijelih, racionalnih, iracionalnih te kon-
acno realnih brojeva. Uvedimo oznake za skupove brojeva:

Skup prirodnih brojeva N = {1,2,3,4,5,...}

Skup cijelih brojeva Z = {..., —-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}

Skup racionalnih brojeva Q = {™ : m,n € Z,n # 0}

Skup svih iracionalnih brojeva I

Skup svih realnih brojeva R

Skup svih kompleksnih brojeva C

Vrijedi: NCZCQCRCC
Neka svojstva skupa prirodnih brojeva

(1) Ima najmanji element (broj 1), a svaki sljedeéi element dobijemo tako
da prethodnog uvetamo za 1.

(ii) Za svaki prirodan broj n, n # 1, postoji broj koji je njegov prethonik i
tojen — 1.

(iii) Svaki prirodan broj n ima sljedbenika i to je n + 1.
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(iv) Beskonacan je i prebrojiv.

Primjer 5.1. Primijetimo

1. 244 =16 (zbroj dva prirodna broja je prirodan broj)

2. 2 —4 = =2 (razlika dva prirodna broja ne mora biti prirodan broj)

Neka svojstva skupa cijelih brojeva
(i) SkupZ ={...,—3,-2,—1,0,1,2,3, ...} ¢ine pozitivni brojevi: 1,2, 3,4, ...
i negativni brojevi: —1, -2, —3, ... i broj 0.

(ii) Skup cijelih brojeva nema ni najmanji ni najveéi element, a za svaki
element skupa Z postoji pripadaju¢i suprotan element. Dva su broja
suprotna ako im je zbroj 0. Primjer takvih su brojevi —3 i 3.

(iii) Bekonacan je i prebrojiv.

Primjer 5.2. Izracunajmo vrijednost izraza 2(z —1) — [4(z+y) — (r —y) + 1]
ako jex =1,y = —1.
Umgesto x 1y wvrstit cemo njihove pripadajuce vrijednosti.
20-1)—-[40-1)—(1—=(-1)+1]=0—-[0—-2+1] = 1.

Primjer 5.3. Primijetimo

1. 2% 4 =8 (umnoZak dva cijela broja je cijeli broj)

2. 2/4 =1/2 (kvocijent dvaju cijelih brojeva ne mora biti cijeli broj).
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Neka svojstva skupa racionalnih brojeva

Brojevi koje mozemo zapisati u obliku razlomka ¢ine skup racionalnih brojeva
Q={%:m,n € Z,n # 0}. Ovdje m zovemo brojnikom, a n nazivnikom
razlomka .

(i) Skup Q je beskonacan i prebrojiv.

(ii) Zbrajanje/oduzimanje: § 4 & = @4=b
(iii) Mnozenje razlomaka: ¢ - 5 = 5
(iii) Kvocijent razlomaka:¢ : & = %4
(iv) Dvojni razlomak % = ‘Z%f
a-ctb

(v) Mjesoviti broj ag = ¢

(v) Razlomak prosirujemo tako da mu i brojnik i nazivnik pomnozimo istim
cijelim brojem razli¢itim od nule.

(vi) Razlomak kratimo tako da mu i brojnik i nazivnik podijelimo istim
cijelim brojem razli¢itim od nule.

(vii) Dva su racionalna broja medusobno reciproéna ako im je umnozak 1.

Primjer 5.4. Zbrajanje i oduzimanje razlomaka
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Primjer 5.5. MnoZenje i dijeljenje razlomaka

a)l.3-2.642.5_3_4,1_13
b) 14l =-2

c) ;-1-5+14=2

DRREES R

e) 2:3 - liog-2.H=2
HEi-38-D=%

a) t-2(t:2-8.14 (Rj.:: %)
b) s(1-3)+5G-52) (Rj.: s —3)
c) §-0.75+3-2 -4 (Rj.: —%)
d) §-3-3+21-33 (Rj.: =5)
€ 3+i—5:2 (Rj.: 3).

Skup iracionalnih brojeva

Brojeve koji se ne mogu prikazati u obliku razlomka kojem su i brojnik i
nazivnik cijeli brojevi nazivamo iracionalnim brojevima i ¢ine skup iracional-
nih brojeva, a oznacavamo s I.

Iracionalnih brojeva ima neprebrojivo mnogo. Neki od iracionalnih bro-

jeva su: T, e, \/5, V3.
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Neka svojstva skupa realnih brojeva

Skup realnih brojeva sadrzi sve racionalne i iracionalne brojeve.

Ponekad je od interesa proucavati podskupove S skupa realnih brojeva i
to takve da za a i b realne brojeve , a < b, promatramo sve realne brojeve
x koji se nalaze "izmedu" a i b, tj za vrijedi a < x < b. Takve podskupove
nazivamo intervalima i oznacavamo S = < a,b > . Razlikujemo otvorene,
zatvorene i poluotvorene intervale.

Primjer 5.6. Intervali u R :

a) Skup realnih brojeva R mozemo zapisati kao interval < —oo, +00 >
b) Otvoreni interval < a,b >= {z :a <z < b}

c) Lijevi poluotvoreni interval < a,b] = {z :a <z < b}

d) Desni poluotvoreni interval [a,b >={z:a <z < b}

e) Zatvoreni interval (segment) [a,b] = {z:a <z <b}

Primjer 5.7. Zapisi nekih intervala

a) (1,")={z:2>1 & z<T}={z:1<2<T7}

b) (—00,5) ={z: 2z <5}

c) (—7,400) ={z:2> T}

Primjer 5.8. Operacije s intervalima

a) (1,5)N(3,4] = (3,4]

b) [2,7]N[3,10) = [3,7]

c) (—6,2) U (-5,3) = (—6,3)
d) [-5,5]N[-3,6] = [—3,6]

e) ((—1,5)U(7,10)) N [2,9) = |
£) ([=3,3]U6,7)N[1,2] =[1,2]
g) ((1,3)U(5,8)N(2,7) =(2,3)U(57)
h) [1,7\[2,3] = [1,2) U (3,7].

[N}

,5) UA(T,9)

[N}
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5.1.1 Ponavljanje: potencije

Za pocetak, ponovimo osnovna pravila potenciranja

at = a-a-a-..-q
—_—

n — puta
gdje a zovemo bazom, a n eksponentom. Vrijede pravila:

1. a™-a™ = ag™™™

(a
6. (4)" =9 =g b"

Ji=a

8. Xa" =am
9. a¥/b= ab
10. a® =1

11. a' =a

12 (_1)parno — 17 (_1)neparno — _1

Primjer 5.9. Potencije

a) (2%)%.3°.31 =26.36 = ¢

b) (a®+a+3)(a®>+a?) = a®+a*+a* +a®+3a® +3a® = a® + 2a* + 4a® + 3a®
¢) (@12 - (a)? - (a* ) = a*aBad T = gt = gdnd — g

d) o’ — Ay = -3¢0

e) Vo =~ Va2 = qF = 4% =0 2" =o't




(1)=3_52.05)— 3.
p 2l

e) (—1)%3% — (=1)1922% 4 (—1)11'5% = ~106.

Neke vazne formule

Kvadrat zbroja
Kvadrat razlike
Razlika kvadrata
Kub zbroja

Kub razlike
Razlika kubova
Zbroj kubova

(a+b)* = a® + 2ab + b*

(a —b)? = a® — 2ab + b*
a’?—b*=(a—"0b)(a+0)
(a+b)® = a® + 3a?b + 3ab* + b?
(a —b)® = a® — 3a*b + 3ab® — V?
a® — b = (a — b)(a® + ab + b?)
a®+ b = (a+b)(a® — ab + V?)

Primjer 5.10. Koristenje gornjih formula
a) (2—4)=*-2)=(r-2)(z+2)

b) 23 +27T=2+3%= (2 +3)(2* -3z +9)

c) =25 = LDt _ 5 5

T+5 z+5
23-16z _ =(x?-16) _ z(z—4)(z+4) _

d) z—4  z—4 z—4 - 33'(.73’ + 4)

e) 1.2 1 (z-D)(@’+z+1) _ 1 2’+a+l _ z’tatl
r x2-2z+1 =z (z—1)2 z r—1  z2—z -

Primjer 5.11. Racionalizacija

A 1Lyao_ ya
) &= Vava %

b) 1 _ 1 Vx—2 _ Jz—2

V=2  Vr—2+z—2 z-2

c) 3 _ _3 yztl _ 3(/z+l)
Vr—1 Vr—1/z+1 z—1

VB AE-2 _ 223

L
d) Ve—+2 T z—+2 22~  z1-4
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5.1.2 Rjesavanje jednadzbi
Linearne jednadzbe

Linearne jednadzbe ax+b = 0 rjesavamo tako da nepoznanicu x stavljamo na
lijevu stranu, a slobodni ¢lan na desnu te jednostavnim operacijama dolazimo
do .

Primjer 5.12. Rjesavanje linearnih jednadzbi

2r—4 = bHxr+2
20 —bxr = 2-+4
—3r = 6

r = =2

Zadatak 5.2. Rijesite jednadzbe

a) 2r+5=-3+=x (Rj.:xz=—8)

b) —z—1=1—-3(z+2) (Rj.:x=—2)

c) mh el abd g1 (Rj.:xz = —5)
d) z+1=2-1 (Nema rjesenja)
) 2+ 4= 442 +8 (Rj.: z €R)
f) 5—(z—-7)+3x=4—-(2—12) (Rj.: X = —10)
g) 2e—32x—4—2)+1)=10+2—(1—2) (Rj.:x=0)
R T (Rj.:2 =}
i) (—1)(z—-7)=(x—-3)(z+4) (Rj.:x =)
j) B = B8 (Rj.: w = 35).
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Problemski zadaci

Zadatak 5.3. U srpnju 2009. Zadar je posjetilo 58170 gostiju, od toga je
domacih bilo za 42716 manje od stranih. Odredite broj stranih i broj domacih
gostiju.

Rjesenge.

x = broj domacih gostiju

x 442716 = broj stranih gostiju

Ukupan broj gostiju: x + x + 42716 = 58170

2z = 58170 — 42716 = 15454

x = 7727 broj domacih

Broj stranth =7727+42716 = 50443

Zadatak 5.4. Cijena neke robe prije poskupljenja bila je 500 kn. Ako je
poskupila za 10%, odredite novu cijenu.
Rjesenge.

Y=nova cijena
y = 500 + 50022 = 550.

100

Opcenito:
r=stara, y =nova cijena, p% =poskupljenje = y = x + x:5;

ako se radi o pojeftinjenju proizvoda (pad cijene) = y = = — x5

Zadatak 5.5. Cijena neke robe nakon poskupljenja od 10% iznosi 500kn.
Kolika je bila cijena prije poskupljenja?

Rjesenje.
y =500, p =10
x =7

Y=+ 155

500 = x + z 1ok
500 = (1 + 105)
500:1’% \~%
x = 454.54

Zadatak 5.6. U srpnju je cijena auta tipa A iznosila 90 000 kn. U kolovozu
mu je cijena pala za 5%, a u rujnu je pala za 15%. Kolika je konatna cijena
auta nakon ove dvije promjene?

Rjesenge.
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x = 90000
Imamo dvije promjene py = 5, ps = 15.
Cijena nakon prve promgjene y; = x — xlpTlo
y1 = 90000 — 90000 - % = 85500
Cijena nakon druge promjene Yy = Y1 — Y1155
Y2 = 85500 — 85500 - % = 72675
Zadnja cijena auta je 72675 kn.

Zadatak 5.7. Za koliko se posto povetalo davanje trgovine A drzavi nakon
§to je PDV sa 22% porastao na 23%?

Rjesenje.

Trazimo promjenu u postocima = % = 0.0454545 = 4.54%

Zadatak 5.8. Cijena nekog proizvoda mijenjala se dva puta. Prije promjene
iznosila je 450 kn. Prvo se cijena povetala za 50%, a zatim se smanjila za
35%. Odredite cijenu nakon ovih promjena i izrazite promjenu u kunama i u
postocima.

Rjesenge.

x = 450 , povetanje p; = 50, smanjenje ps = 35%

Prva promjena yp = 450 + 450 - 2% = 675

100
Druga promjena Yo = 675 — 675 - 2o = 438.75

100

Cigena nakon promjena iznosi 438.75 kn.

Promjena u kunama (nova cijena- stara cijena) = 438.75 — 450 = —11.
25

Promgena u postocima: ””:t;jfl“m = 438'155)’0’ 150 — _0.025 = —2.5%

Ukupno se cijena smangila za 11.25 kn, tj. smanjila se za 2.5%.

Zadatak 5.9. Cijena nekog proizvoda mijenjala se dva puta. Prvo se povecala
za 35%, nakon toga je pala za 20%. Na koncu je iznosila 1700 kn. Kolika je
bila prvotna cijena?

Rjesenge.

T =prvotna cijena.

y = 1700 konacna cijena

p1 = 35%

P2 = —20%

Kako imamo podatak o konacnoj cijeni, racunamo unatrag (od zadnje
promjene cijene)

1700 = x5 — T2 15
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1700 = :1:2%
x9 = 1700 - % = 2125 to je cijena prije smanjenja cijene za 20%
2125 = 1 + 145

xy = 2125 190 = 1574.07

Kvadratne jednadzbe

Kvadratna jednadzba je jednadzba oblika ax? + bx + ¢ = 0. Moze imati dva
razli¢ita realna rjesenja (kada je b*> — 4ac > 0), jedno realno rjesenje (kada je
b*> — 4ac = 0) i nema realnih rjesenja (kada je b*> — 4ac < 0). Naéi rjesenje
kvadratne jednadzbe ax?® + bz + ¢ = 0 je isto &to i naéi nul-tocke polinoma
p(z) = az? + bz + c. Rjesenja dobivamo formulom:

Primjer 5.13. Primjeri rjeSavanja kvadratnih jednadzbi
a) 22? =10z — 8

Jednadzbu prvo moramo svesti na standardni oblik da bismo mogli
odrediti a, b, c.
202 — 102 +8 =10
Sada vidimo a =2, b = —10,c¢ =8
_ —(£10)+4/(~10)2~4-28 _ 10+/T00-64 __ 10+6
1

2= e 10-6 4
:1:1:—4 :4, %2:—4 =1

Kvadratna jednadzba ima dva rjesenja, tj. skup rjesenja {1,4} je
dvoclani skup.

b) 22+ 2+4+5=0

a=1,b=1,¢=5
—14+/1-20 _ —1£/-19
2 - 2

T12 =
Kako 1/—19 nije realan broj, ova kvadratna jednadzba nema realnih
rjeSenja.

c) —25 =22 — 10z

—224+ 10 —25=0
a=-—1,b=10,c=—-25

py g — 10 102-4-(=1)-(=25) _ 10+,/T00—100 __ 1040 __ _5
1,2 — 2-(—1 - —2 - T2

(-1)
Kvadratna jednadzba ima jedno realno rjesanje x = 5.
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Zadatak 5.10. Rijesite kvadratne jednadzbe

a) 222 +7x —15=0 (Rj.: {-5,2})
b) 2? — 3z —28 =0 (Rj. : {—4,7})
c) 3z —x+6=0 (nema rjesenja)
d) 22—-6x+9=0 (Rj. : {3}).

Rjesavanje jednadzbi s polinomima treceg stupnja

Za rjeSavanje jednadzbi s polinomima treceg stupnja, tj. jednadzbi tipa
ax® + bx? + cx + d = 0 nemamo formulu kao u slucaju sa kvadratnim jed-
nadzbama i opcenito ih je teze rjesavati. Ipak, znamo kako krenuti. U slucaju
da jednadzba ima cjelobrojna rjeSenja, ta su rjeSenja djelitelji slobodnog
clana d, pa ¢e nas prvi korak trazenja nul-tocki biti trazenje nul-tocki medu
djeliteljima slobodnog ¢lana. U slucaju da nul-tocku x; nademo, trazenje
nastavljamo tako da podijelimo polinom az® + bx? + cx + d sa (v — z1) te
daljnje nul-tocke trazimo u dobivenom polinomu.

Prije nego krenemo rjesavati jednadzbe treceg stupnja, ponovimo kako
dijeliti polinome.

Primjer 5.14. Dijeljenje polinoma

a) (203 —2>—13x—6): (2v+1)=2>—2—6
223 +_ a?
—22% — 132 — 6
—+2$2 —+ X
—122 — 6
12,6
0
Mozemo zapisati 223 — 2% — 132 — 6 = (2x + 1)(2*> — x — 6)

b) (2 — a2 — 722+ 2 +6): (22 —22—-3) =22+ 22
,,’LA -t 2[133 -t 31’2

23 —42> 4+ +6
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,Zlfg -t 2:(:2 -t 3&3
—22% +4x +6

— 222 +_4x+_6
0

c) (P +4z+2): (v +2)=a+2
2421
2z + 2
2x+_4
-2
U ovom slucaju ova dva polinoma nisu djeljiva, ostatak je —2,

. 2 +4r+2=(r+2)(xz+2)—2.

Vratimo se sada na trazenje nul-tocaka polinoma treteg stupnja.

Primjer 5.15. Nadite nul-tocke polinoma
a) p(x) =2*+ 3% — 4z — 12
b) p(z) = 2® + 62% — Tz
Rjesenje.
a) Rjesavamo jednadzbu 2°+32%—42—12 = 0. Prvu nul-tocku trazimo medu
djeliteljima broja 12, a to su brojevi 1, —1,2,.2,3, 3,4, —4,6, —6, 12, —12.
1: ¥P4+3-12—-4-1-12=-12
—1: (=12 +3-(=1)2—-4-(-1)—12: —6
2: 22 4+3.22-4-2-12:0.

Nasli smo prvu nul-tocku: x = 2. Sada polinom dijelimo sa (z — 2).
34302 —4r —12: (z —2) =22+ 52 +6
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Daljnje nul-tocke su nul-tocke polinoma 2% + 5z + 6.

_ —b++/25—-24 _ 541
x1,2 - 2 - 2

ZE1:—3 172:—2

b) Rjesavamo jednadzbu x3 + 622 — 72 = 0.
Vidimo da mozemo izluciti x jer nemamo slobodnog ¢lana.
r(x? +6x—7)=0

x=0
22+ 62—7=0.
Rjesavanjem kvadratne jednadzbe dobivamo x; =1, x = —T7.

Nasli smo tri nul-tocke {—7,0,1}.

Zadatak 5.11. Rijesite jednadzbe

a) 223 + 1122 + 42— 5=0 (Rj.: {3,-5,—1})
b) 23 +22% — 8z =0 (Rj.: {—4,0,2})

c) 92° 43927 + 102 — 8 =0 (Rj.: {—4,-2,3})
d) 22— 32+ 22 =0 (Rj.: {—2,0,1}).

5.1.3 Rjesavanje nejednadzbi
Linearne nejednadzbe

Kao pri rjesavanju linearnih jednadzbi, pri rjesavanju linearnih nejednadzbi
nepoznanicu stavljamo na lijevu stranu, a poznanice na desnu. Pritom je
potrebno paziti da se dijeljenjem (mnozenjem) negativnim brojem znak ne-
jednakosti okre¢e. Dajemo par primjera.

Primjer 5.16. Rijesite nejednadzbe

a) 2r—3<zx—6 (Rj.:x < —=3)
b) 4> 3z —1 (Rj.:x<3)
c)2—x>1—-x+45 (nema rjesenja)
d) 3+2z<14+22 (Rj.:xz € R).
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Kvadratne nejednadzbe

Za rjeSavanje kvadratnih nejednadzbi potrebno je znati nesto o izgledu poli-
noma drugog stupnja.

Neka nam je dan polinom drugug stupnja az? + bx + c. Njegov graf je
parabola koja sije¢e © — os u jednoj, dvije ili nijednoj tocki (§to smo veé
objasnjavali kod broja nul-to¢aka). Parabola moze otvorom biti okrenuta
prema gore (a > 0) ili prema dolje (a < 0). Pogledajmo na primjeru grafove
nekih polinoma drugog stupnja

Primjer 5.17.

a) 22 —6z+5

Primjetimo da su 1,5 nul-tocke ovog polinoma, tj. njih bismo dobili
kao rjesenje jednadzbe x*> — 6x + 5 = 0.

b) —2? —6x+7

A

c) *+2x+1
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Ovaj polinom ima samo jednu nul-tocku (—1). Nju bismo dobili kao
riesenje jednadzbe x* + 2z + 1 = 0.

d) —a2?+22—1

e) 2 —3r+3

Ovaj polinom nema nul- tocaka, tj. jednadzba x* — 3x + 3 = 0 nema
rjesenja.

f) —a?+ 2z —2
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Ovaj polinom nema nul-totaka, tj. jednadiba —x* + 2x — 2 = 0 nema
rjesenja.

Primjer 5.18. Na ovom primjeru pokazat cemo kako se rjesavaju kvadratne
nejednadzbe. Rjesavamo nejednadzbu x> — x — 6 > 0.

Nejednadzbu riesavamo graficki. Potrebno je skicirati parabolu 22 —x—6.U
tu svrhu trazimo nul-tocke.

22 —x—-6=0 xl,Q:&T‘/mém:B,xQ:—Q. Buduéi da je
a =1 > 0 Parabola ima otvor prema gore.

900 = 2x6

Sada je iz grafa moguce ocitati rjesenje nejednadzbe. U ovom primjeru se
trazi podrucje gdje kvadratna funkcija x2 —x — 6 postize pozitivne vrijednosti,
tako na grafu traZimo dio parabole koji se nalazi iznad x — osi. Dobivamo
rjesenje: x € (—oo, —2) U (3, 4+00).

Zadatak 5.12. Rijesite nejednadsbu —a? —4x — 3 > 0.

Rjesenge.

Trazimo nul-totke: —x* —4x —3 =0
:>$172:4:t_1#:%:>x1:—3,132:—1

Kako je a = —1 < 0 otvor parabole je okrenut prema dolje.
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Rjesenje: x € [—3, —1].

Zadatak 5.13. Rijesite nejednadzbu x*> —x + 3 < 0.

Trazimo nul-totke 2> — x +3 = 0 = Ti2 = lxvi-12 V21_12 jednadzba nema

rjesenja pa polinom x* — x + 3 postize ili samo pozitivne ili samo negativne
vrigednosti.. To moZemo odrediti pomocu koeficijenta a. Ako je a < 0, postize
samo negativne vrijednosti (parabola je ispod x — o0si), u suprotnom, ako je
a > 0, uwvijek pozitivne (parabola je iznad x —osi). Ovdje je a = 1 > 0. Dakle,
x? — x + 3 postize samo pozitivne vrijednosti pa nejednadzba x* — v +3 < 0
nema rjesenja.

Prikazimo i graf kvadratne funkcije p(x) = 2*> —x + 3 :

Zadatak 5.14. Rijesite nejednadzbu 322 + 10z < 0.
Rjesenge.
3024+ 102 =0 = z(3z 4+ 10) = 0 => a1 = 0,z = — L
a=3>0
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Rjesenje x € (—42,0).

Zadatak 5.15. Rijesite nejednadzbe:

a) 22—x—-30>0

b) (—z+9)(z—1) <0
c) 2*—1-6<0
d) 2% — 11z +12 <0
e) 2 —6x <7

f) z* <64

g) »2+7<5

h) 2% > 64

i) (z4+10)(z—7) >0

j) 2 +22+20>0

(Rj.:x € (—00,—bUB,00)).
(Rj.: x € (—00,1) U (9, 00)).
(Rj.:z €R).
(Rj.:x € [2,4]).
(Rj.: [-1,7)).
(Rj. : [~8,8]).
(Rj. :nema realnih rjesenja).
(Rj.: x € (—o0,—8) U (8,00)).
(Rj.: x € (—o0,—10)U(T7, 00)).
(Rj.: z € R).
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